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Родословное дерево диференциальной геометрии ухо- 
дит своими корнями по менышей мере столь же глубо- 
ко, как родословное дерево анализа бесконечно малых. 
Более того, в известной степени диференциальная 
геометрия даже старше анализа. В самом деле, прос- 
тейшие образы и понятия диференциальной геометрии 
стали объектом точного математического знания рань- 
ше, чем понятия анализа выкристаллизовались даже в 
первичной своей форме. 

Уже в древнегреческой геометрии мы встречаемся 
с исследованиями, выходящими за рамки „математики 
конечного“, между тем как общих понятий, соответст- 
вующих нашему понятию бесконечно малой величи- 
ны, древние греки не имели. В античной математике эти 
исследования ограничивались вопросами, связанными 
с изучением касательных и нормалей немногих про- 
стейших плоских кривых (преимущественно конических 
сечений) и нахождением площадей и объемов (площадь 
сегмента, параболы, сектора архимедовой спирали, 
объема эллипсоида вращения и т. п.)}, 


8 м. я. выгодский 


В ХУЙ в. встал вопрос о решении тех же залач 
лля линий, площалей и объемов общего вида. Проб- 
лемы механики (нахождение центра тяжести, проблема 
маятника), геодезии (составление географических карт), 
оптики (изучение изображения светящейся точки в 
кривом зеркале) — потребовали постановки не только 
прямой задачи об определении инфинитезимальных 
свойств данной линии, но и обратной задачи — опре- 
деления линий, обладающих данными инфинитези- 
мальными свойствами. 

Эти потребности, в свою очередь, вызванные прак- 
ТИКОЙ усложняющейся техники иавигации, артиллерий- 
ского дела, производства оптических стекол, часов 
ит. д., сделали! насущно необходимым появление общего 
метода, который под разными названиями (метод не- 
делимых, метод флюксий, метод первых и последних 
отношений, метод бесконечно малых) создавался в 
разных местах Европы различными авторами, часто 
независимо друг от друга приходившими к одним и 
тем же или сходным результатам. 

Именно благодаря своей необычной для прежней нау- 
ки общности новый метод не мог получить строгого 
обоснования, что не помешало ему в сравнительно 
короткий срок не только овладеть всем наслелством 
античной математикн, но и далеко выйти за пределы 
этого наследства. В соединении с координатным ме- 
тодом Ферма-Декарта метод бесконечно малых в ру- 
ках этих ученых (особенно первого из них) и их 
современников позволил найти общие решения для 
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ряда новых задач. Так, например, был решен вопрос 
об определении каустики любой плоской кривой, т. е. 
о нахождении огибающей семейства лучей, полученных 
отражением или преломлением пучка лучей, исходя- 
щих из одной точки и отражающихся или прелом- 
ляющихся в оптическом стекле. 

В середине ХУП в. стало ясным, что для система- 
тического развития геометрии кривых линий необхо- 
димо систематически развивать метод бесконечно малых, 
необходимо создать аналитический алгоритм послел- 
него. Ряд попыток в этом направлении был завершен 
работами Ньютона и Лейбница, после которых реше- 
ние той или иной задачи геометрии плоских кривых 
сводилось к преодолению трудностей чисто аналити- 
ческого характера. 

Таким образом самое появление анализа бесконеч- 
но малых было вызвано, если не исключительно, то 
в очень большой степени, предшествующим развитием 
диференциальной геометрии, точнее, диференциальной 
геометрии плоских кривых, и очень характерно, что 
первый учебник диференциального исчисления был наз 
ван автором его Лопиталем: „Анализ’бесконечно малых 
для понимания (теории) кривых линий“ (Апайузе 4ез 
шйпниепе реНз роиг ГищеШрепсе 4ез Ивпез сошг Без). 

На рубеже ХУИ и ХУ вв. Ньютоном, Лейбницем 
и школой математиков, объединявшейся вокруг по- 
следнего (в особенности братьями Бернулли), были раз- 
работаны основные приемы диференциального и ин- 
тегрального исчисления и основные методы решения 
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диференциальных уравнений. В соответствии с тем, 
что в геометрии рассматривались почти исключительно 
задачи о плоских кривых, в области теории диферен- 
циальных уравнений рассматривались почти исключи- 
тельно обыкновенные диференциальные уравнения. 
Уравнениу с частными производными, спорадически тре- 
вожившие мысль математиков (например, в связи с за- 
дачей о колебании струны), трактовались очень неуве- 
ренно, и прирола их интегралов представлялась еще 
очень загадочной. Но в области обыкновенных дифе- 
ренциальных уравнений элементарные вопросы теории 
их интегрирования были решеиы, если не строго, то 
весьма прозрачно. Это произошло именно потому, что 
под ними лежала геометрическая база. В свою очерель, 
эта последняя могла быть сильно расширена с помощью 
вового метода. По крайней мере с точностью до анали- 
Тических трудностей теперь были решены такие вопро- 
сы, как нахождение центра и радиуса кривизны плос- 
кой кривой, ее эволюты иэвольвенты; были системати- 
чески изучены точки перегиба и точки возврата. Все 
это вошло уже в вышеупомянутый учебник Лопиталя, 
вышедший в 1695 г. В 1692 г. Лейбниц опубликовал 
общий метод разыскания огибающих произвольного 
семейства плоских кривых. В эти же годы братья Бер- 
нулли разрешили залачу об изогональных траекториях 
семейства плоских кривых; частный случай ее, когда 
траектории являются ортоговальными, был еще ранее 
исследован Лейбницем и независимо от него итальян- 
цем Манфреди. 
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Таким образом к началу ХУШ в. плоская диферен- 
циальная геометрия, породившая исчисление бесконеч- 
но малых, стала одной из важных областей примене- 
ния анализа и образовала вместе с последним как бы 
одно неразрывное целое. 

В ХУШ в. диференциально-геометрические задачи 
вновь стали исходным пунктом развития анализа и 
породили новую его область — учение о диференциаль- 
ных уравнениях с частными производными. Для этого 
было необходимо, чтобы в самой геометрии был 
совершен переход от плоскости к трехмерному про- 
странству. Казалось бы, что аналитическая геометрия 
пространства, представляющая естественное обобще- 
ние плоской аналитической геометрии, должна была 
появиться непосредственно вслед за последней. На са- 
мом деле это было не так. Правда, уже Декарт указал на 
возможность перенесения координатного метода на про- 
странство трех измерений, но он не продвинул соот- 
ветствующих исследований сколько-нибудь далеко. 
Более того, единственное замечание его, относящееся 
к аналитической геометрии пространства, содержит 
грубую ошибку. Именно, Декарт утверждал в своей 
„Геометрии“; что проекция нормали кривой на коор- 
динатную плоскость является нормалью проекции этой 
кривой на ту же плоскость. Такую грубую ошибку 
такой математик, как Декарт, мог сделать лишь по- 
тому, что к вопросу о перенесении своих методов на 
пространство он не отнесся с вниманием. Последнее 
же обстоятельство имело своей объективной причиной 
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то, что потребности практики ограничивались в то 
время задачами плоской геометрии. Если бы это было 
иначе, то недосмотр Декарта был бы исправлен его 
многочисленными продолжателями и комментаторами. 
Прошло, однако, 70 лет после появления „Геометрии“ 
Декарта, прежде чем это было сделано (Лопиталем 
в 1707 г.). Здесь мы имеем яркую историческую 
иллюстрацию того, что потребность к обобщению, 
как бы сильна она ни была в математике, не яв- 
ляется достаточным стимулом для плодотворного 
ее развития. 

Неудивительно поэтому, что новый шаг в развитии 
аналитической и диференциальной геометрии — переход 
в трехмерное пространство — связан с новым толчком 
извне. | 

Этот толчок исходнл прежде всего из области 
геодезии и картографии. Развитие последних по- 
требовало изучений не только плоских контуров, 
но и рельефа, и вот в теоретической геометрии воз- 
никает ряд задач, связанных с рассмотрением кривых 
поверхностей. 

Первой задачей этого рода была задача о разыска- 
нии кратчайшей линии, соединяющей две точки по- 
верхности. Задачей этой впервые занимался Иоганн 
Бернулли. Носле многолетних изысканий онв 1728 г. 
получил диференциальное уравнение геодезической 
линии на произвольной поверхности. Работа его была 
опубликована только в 1142 г. Между тем, другие 
математики нашли и опубликовали результаты, отчасти 
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покрывающие, отчасти идущие дальше результатов 
Бернулли. Снова мы имеем пример одновременного 
возникновения и решения новых проблем, вызываемых 
к жизни „духом эпохи“, т. е. давлением базиса, на 
котором надстраивается здание научной мысли. 

Клеро, в тесной Связи СО СВОИМИ работами о фигуре 
земли, разыскивает геодезические линии сфероида 
(1739) иеще ранее (1733) находит общее предложе- 
ние о геодезических линиях на поверхностях вращения 
(г зш о = с0п3Ё., где г— радиус параллели, а ® — 
угол, образованный геодезической линией с мерилиа- 
ном). Клеро мог опираться уже на работу Эйлера, 
опубликованную в 1732 г., в которой он решил за- 
дачу о геодезической линии, исхоля непосредственно 
из ее минимальных свойств, тогда как Бернулли, 
пользуясь механическими соображениями, исходил из 
того, что соприкасающаяся плоскость (р!апит озси!ап$) 
геодезической линии должна быть перпендикулярна к 
касательной плоскости. 

Из этих кратких замечаний, надеюсь, можно уже 
видеть, что к тридцатым годам ХУ в. трехмерная 
аналитическая и диференциальная геометрии нуждались 
уже в систематическом изложении. И действительно, 
теперь брошенное вскользь замечание Декарта пре- 
творяется в целостную систему, находящую себе выра- 
жение в ранней работе Клеро. 

Алексис-Клод Клеро (С1а! аи (1713—1765) является 
одним из замечательных математиков середины ХУШв. 
Отец его был математиком, не оставившим, однако, 
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никакого следа в истории нашей науки. Он имел 
огромное число детей (21), многие из которых про- 
являли также склонность и интерес к математике. 
Но лишь один из них, Алексис-Клод, вырос в круп- 
ную творческую силу. Эту’силу он обнаружил уже 
двенадцати лет, когда он написал математическую 
работу, заслужившую одобрение Парижской академии 
наук. В этой работе он провел диференциально-гео- 
метрическое исслелование одного класса алгебраиче- 
ских плоских кривых 4-го порядка. 

В 1729 г. 16 лет от роду Клеро представил Париж- 
ской академии свою большую работу „Кеснегсве“ 
зиг 1ез сошфез а аоцЫе соигите“ („Изыскания по 
[теории| кривых двоякой кривизны“). Эта работа 
была напечатана в 1732 г. и произвела столь сильное 
впечатление, что в изъятие из общего правила, требо- 
вавшего, чтобы лицо, избираемое в Академию, имело 
не менее 20`лет ст роду, Клеро был избран членом 
Парижской академии, когда ему только что испол- 
нилось 17 лет. р 

Как показывает название работы Клеро, в ней речь 
идет о пространственных кривых (термин „двоякая 
кривизна“ Клеро понимает в том смысле, что про- 
странственная кривая определяется двумя плоскими кри- 
выми — проекциями пространственной кривой на коор- 
динатные плоскости). Но пространственные кривые не 
рассматриваются изолированно от кризых поверхно- 
стей. Напротив, исходным геометрическим образом 
является поверхность, определяемая одним уравнением 
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между координатами ее точек. Пересеченме этой по- 
верхностн со второй дает кривую, которая, таким 
образом, определяется двумя уравнениями. 

Естественно, что изложению собственной теория 
кривых Клеро предпосылает некоторые предложення, 
отиосящиеся к чеории поверхностей. Так, он дает 
уравнеиня сферы, конической поверхности, парабо-. 
лоила вращения и других частных классов поверхмо- 
стей. Затем выводится общее уравнение касательной 
к пространственной кривой и её нормали, причем под 
тюследней понимается нормаль к исходной новерхности. 
В связи с этим решается ряд частных задач, как, на- 
пример, задача об определении линии пересечения по- 
верхноети касательных с координатной плоскостью. 
Далее, дается общая формула для ллины кривой: 
4 =| Иах + ау’ -|- 427, дпределяются площади 
частей цилиндрических поверхностей,  огравичен- 
ных линиями частного вида, и решаются задачи на 
определение объемов, ограниченных поверхностями 
частного вида. 

Мы видим, что в работе Клеро содержится доволь- 
но много результатов, Обладаюших большой общно- 
стью или непосрёдственно ведущих к обобщающим 
выводам. Чтобы не переоценить и в то’ же время не 
недооценить этой работы, нужно принять во внимание 
два обстоятельства. Первое это то, что результаты 
Клеро не затрагивают тех проблем, которые специфичны 
для пространственной геометрии в отличие бт геомет- 
рин плоскости. В самом деле, задачи, разрешенные 
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Клеро, представляют собой непосредственное раснро- 
странение задач плоской геометрии, и решение их 
требует в основном простой замены двух переменных, 
тремя. В этом отношенни чрезвычайно характерно 
то указанное выше обстоятельство, что Клеро рас- 
сматривает только одну из нормалей крнвой, т. е. по. 
существу находит нормаль поверхности на которой 
лежит кривая. Эта залача как раз является простым рас-. 
пространением задачи о нахождении нормали кривой. 

Таким образом, удивляясь обилню и общности. 
результатов, полученных Клеро, мы не должны забы- 
вать, что получение их требовало „только“ перене- 
сения хорошю изученных методов плоской диферен- 
циальной геометрии на трехмерное пространство. Одна- 
ко нужно, с другой стороны, иметь в виду и то- 
обстоятельство, что Клеро осуществий это перенесение 
с такой полнотой, которую трудно было ожидать. 
ие -только от, юноши, но и’от человека более зрело- 
го возраста. Действительно, прошло 40 лет, пока. 
были получены существенно новые результаты в тео- 
рии пространствениых кривых. Опубликованы онн были: 
еще позднее, в начале восьмидесятых годов, так что 
в течение 50 лет „Изыскания“ Клеро сохраняли всю. 
свою свежесть и служили едииственным руковод- 
ством по диференциальной геометрии пространственных. 
кривых. | 

Несколько раньше появились работы, относящиеся. 
к теории поверхностей. Первой из них по времени н 
оснойной по историческому значению была работа 
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Эйлера (1707—1783) „Исследования ‚0 прианаке 
поверхностей“ 1. 

Поистине сверхчеловеческая пролуктивность Эйлера 
охватывала все области точного знания, и в каждой 
из‘них Эйлер лал фундаментальные результаты. Гео- 
метрическими `проблемами Эйлер начал заниматься с 
двадцатилетнего возраста, и занятия эти продолжались 
более полустолетия. До 1760 г. его лиференциально- 
геометричёские ‚работы,! за исключением работы о гео- 
дезических линиях, о которой мы уже упоминали *, 
относились к теории плоских кривых. И здесь Эйлер. 
также. сделал принципиально новый шаг, введя в рас- 
смотрение натуральное ‘уравнение плоской `кривой 
и дав метод перехода от натурального уравнения к 
уравнению в прямоугольных координатах. В своей 
фундаментальной работе „ШиоФисНо т’ апауз ш- 
НаойНогит“ („Введение в исчисление бесконечно малых“, 
1748), вторая часть которой посвящена геометрии, 
он наряду с прежде известными результатами приво- 
дит и свои собственные, ‘из которых наиболее инте- 
ресным является аппроксимация кривой не только 
с помощью круга, но также с помощью параболы. 


+ ВеснегсКез зиг 1а соибиге 4ез зиИасез. Нюце бе 
РАсааепие Коуае 4е$ ЗФелсез, апабе 1760, Веги 1767; 
стр. 119—141. 

2 Она помещена в Шт. „Записок“ Петербургской акаде- 
мии (Соттетаг! Асадепцае РекороШапае) за 1128 г. (вы- 
шел в свет в 1732 г.), стр. 110—184, 


2 г. монж. 
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Эта идея была впоследствии плодотворно использована 
и в теории поверхностей. 

Как.ни интересны вышеупомянутые результаты, но 
они стушевываются перед фундаментальными резуль- 
татами работы 1760 г. Ядром последней является 
олна из основных теорем современной` теории поверх- 
ностей, излагаемая ныне во всех ‘курсах и именуемая 
по праву‘ „теоремой Эйлера“. 

Интересно посмотреть, каким методом была впервые 
получена эта теорема, вывод которой в настоящее 
время не. представляет никаких трудностей для усвое- 
ния. Эйлер рассматривает сначала кривую, получае- 
мую в пересечении поверхности с ‘произвольной пло- 
скостью #==ах—Ву--1, и находит‘ для радиуса 
кривизиы этой плоской кривой такое выражение: 


_ва-®— 2аа 289 (ар Ва р 98 : 
[= пе чечня (3) +2698 (#2) | 
где он через р, и, (12) Ё (т), (42 обозначает 
первые и вторые частные производные координаты 
= ю хиу, а через т-— выражение ИТ а2 - 82. 

Из только что приведенной формулы Эйлер полу- 
чает еще более сложное выражение для кривизны произ- 
вольного нормального сечения (усложиение происте- 
кает из того, что независимые прежде параметры а, 
8 выражаются Через параметр, определяющий сечение; 
за этот параметр Эйлер берет угол между „горизон- 
тальным“ следом чормальной плоскости, и осью х). 
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После этого рассматривается нормальное сечение, 
перпенликулярное к плоскости х, у, и другое, так- 
же нормальное, проведенное перпендикулярно первому. 
Первое из этих двух сечений Эйлер называет „глав- 
ным сечением“ (зесНоп рипера!е). Таким образом этот 
термин употребляется Эйлером в смысле, отличном‘ от 
того, в каком пользуются им теперь. Наконец, Эйлер 
вводит угол ф, образованный плоскостью нормального 
сечения с ‘плоскостью главного сечения, и тогда для 
радиуса кривизны этого нормального ‘сечения полу- 
чается выражение: 


оо аи вес 
Е Е) м 
(= [С Чи | (-=».) риа +2 (у р -чцем (@Ч+рыФи 


или сокращенно: 
1 . 
Е Мос 2 + Мэп 99 , 
где 2, М, М— функции р, 9, (%2)), (55), (12 
выражения которых даются Эйлером. 

Из этого выражения уже нетрудно чисто аналити- 
чески вывести ряд важных следствий. Прежде всего 
Эйлер устанавливает, что если мы имеем два элемента 
поверхности, для которых величииы /, М, № имеют 
соответственно равные значения (при надлежащем 
выборе начала отсчета угла 4), то кривизны этих эле- 
ментов совпадают. Таким образом термин „кривизна 
поверхности“ у Эйлера также имеет смысл, отличный 
от современного. Два элемента поверхности имеют 
2* 
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по Эйлеру равные кривизны в том случае, если криви- 
зны соответствующих сечений одинаковы. 

Далее, нетрудно показать, что радиус кривизны 
достигает экстремальной величины, когла ше=— Л. 
Отсюда видно, что направления, дающие его экстре- 
мальные значения, взаимно перпендикулярны. Эйлер 
обозначает максимальную и минимальную величину 
радиуса кривизны соответственно через Хи =. Затем 
он устраняет произвол в выборе начала отсчета угла 
ф тем, что полагает, что значение Г соответствует 
значению ф==0. Это дает №==0, и для радиуса 
кривизны получается выражение: 

ие ЗЕ 
Е- Мсоз 29 * 
Так как при ф==0 и ф==90° радиус кривизны прини- 
мает значения Ди 2, то Ё и М определяются через { 
и 2, и Эйлер получает следующее окончательное 
выражение: ое 
+=—(— 8) с05 38 ° 

Преобразуя это выражение, Дюпен полвека спустя 
дал ныне употребительную формулу для обратной вели- 
чины радиуса кривизны, т. е. для кривизны нормального 
сечения. 

Мы воспроизвели здесь ход. рассуждения Эйлера, 
чтобых оттенить преобладание аналитического элемента 
в его построениях и чтобы показать, какие аналйти- 
ческие трудности приходилось преодолевать на этом 
пути. Совершенно естественно, что для дальнейшего 
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развития теории поверхностей аналитический аппарат, 
столь облегчавший прежние геометрические исслело- 
вания, в своей односторонней ограниченности „стано- 
вился теперь отягчающим препятствием. Вот почему 
новые пути развития диференциальной геометрии по- 
шли в ином направлении: на помощь аналитическим опе- 
рациям, отнюдь не потерявшим своей силы, пришли 
синтетические построения, придавшие диференциально- 
геометрическим исследованиям геометрическую нагляд- 
ность и изящество, основанные на использовании 
внутренних свойств изучаемого образа. 

Только что сказанное не должно быть понято в 
том смысле, что Эйлер никогда не прибегал к гео- 
метрической интуиции; не следует также полагать, что 
Эйлеру было не под силу итти дальше по пути пред- 
восхищения позднейших методов диференциальной 
геометрии. . 

Напротив, можно поражаться тому, как далеко по- 
шел Эйлер, и мы сейчас укажем, какие из идей новой 
геометрии можно найти в зачаточном состоянии у 
Эйлера. Но, повторяем, прямые геометрические мето- 
ды у Эйлера играют подчиненную, а не ведущую 
роль; последняя „привадлежит анализу, и это создает 
технические затруднения, для преодоления которых 
нужно было быть Эйлером. Между тем, диференци- 
ально-геометрические задачи должны были все в боль- 
шей мере привлекать внимание людей инженерской 
складки, и не случайно следующее поколение гео- 
метров и по образованию и но характеру своей 
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деятельности являются инженерами. Тенсо (Т1пзеац), 
Монж, Менье, Дюпен, Понселе— все это воспитан- 
ники инженерных училищ, активные деятели техни- 
ческого прогресса. Естественно, что в этой среде, из 
которой исходили и новая проблематика и новые ме- 
толы гвометрии, стиль Эйлера не мог быть господст- 
вующим как потому, что он не обладал достаточной 
популярностью, так и потому, что он не удовлетворял 
складывающимся на базе технической практики осо- 
бенностям мышления и эстетическим потребностям. - 

Вот почему результатами Эйлера восторгались, но 
в то же время стремились получить их иным методом. 
Таким образом Эйлер не оказал на геометров следую- 
щего поколения такого влияиия, как на аналитиков, 
несмотря на то, что его геометрнческие изыскания 
столь же замечательны по их глубине и общности, 
как его открытия в области анализа. Прежде чем 
расстаться с Эйлером, мы. упомянем важнейшие из 
результатов, им полученных, и из методов, им пред- 
восхищенных. 

В теории пространствеиных кривых Эйлер систе- 
матически применяет параметрическое представление 
кривой, причем вводит в качестве параметра длину 
дуги кривой. Он пользуется при изучении кривой 
сферическим отображением, получая сферическую ин- 
дикатрису касательных, и выводит с ее помощью. 
уравнение соприкасающейся плоскости. Отсюда опре- 
деляется „направление прямой, перпендикулярной к 
соприкасающейся плоскости“ (т. е. в современной 
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терминологии бинормали), и „направление радиуса 
кривизны“ (т. е. главной нормали). Отсюда же 
получается и выражение раднуса кривизны: 


45 45? 


К=удрритрай Убе’ 


где р, .4, г- коорлинаты сферической индикатрисы 
касательных, т.е. производиые координат по длыне дуги, 
Эйлер дает и более общее выражение радиуса кри- 
визны для случая, „когда 4$ не постоянно“, т. е. в 
нынешней терминологии, когда 5 не является независи- 
мым переменным. Эти результаты опубликованы были 
в 1782 г.1, они были первым за полвека, протекшие 
после появления „Изысканий“ Клеро,' принципиально 
новым шагом в теорни пространственных кривых. 
Еще ранее, в 1771 г.?, Эйлер получил общее 
уравнение развертывающейся поверхности в конечной 
его форме. Эта работа замечательна не только по 
результату, но и по методу, примеиенному ЭйЙлером. 
Исходя из простых инфинитезимально-геометрических 
соображений, Эйлер устанавливает, что в общем случае 
развертывающаяся поверхность есть поверхность, об- 
разованная касательными произвольной пространствен- 
ной кривой. Это дает`ему возможность представить 
координаты развертывающейся поверхности в функции 


1 АСа Асафепцае ЗстепНагит Пирена!з РекороШНалае 
Т стр. 19—57. 

* М№\щ соттешаг Асаёепиае ЗаепЧатии  Реборо- 
Шазпае, 1771, стр. 8—34. 
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двух параметров, одним из которых является длина 
образующей (отсчитываемая от точки касания с Взятой 
кривой), а другим одна из координат точки исходной 
кривой. Здесь замечательна идея параметрического 
представления поверхности, нашедшая себе система- 
тическое, применение у Гаусса. У Эйлера эта идея не 
играет еще ведущей роли, но Эйлер ‘применяет ее 
неоднократно в этой и других работах. Более того, в 
той же самой‘работе идея параметрического представ- 
ления сочетается у Эйлера с другой идеей, положенной 
Гауссом в основу диференциально-геометрических иссле- 
дований. Мы имеем в виду идею исследования внутрен- 
них свойств поверхности, исходя из выражения линей- 
ного ее элемента. Действительно, Эйлер поступает сле- 
дующим образом. Координаты х, у, 2, точки раз- 
вертывающейся поверхности, он представляет себе 
заданными в функции прямоугольных координат & итой 
точки плоскости, с которой совпадает точка (х, у, 2) 
посне развертывания поверхности на плоскость. Тогда 
точкам (#- 4, п) и (, и-- 41) плоскости соответствуют 
точки поверхности, координаты которых имеют вид: 

х-- 14, ха, 

ут, ура, 

#таь — з-руаи. 
В наших обозначениях величины /, ),... представляются 


= $ 
частными производными 5 ь те, ..: Теперь Эйлер 


требует, чтобы при любых 4и, 4 расстояние между 
точками (2 -- 4&, и) и (1, и-|- 4и) равнялось расстоянию 
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между соответственными точками развертывающейся 
поверхности. Это дает (с помощью рассуждений, со- 
вершенно аналогичных современным) три условия: 


вт? {1 = 1, 

в + = 1, 

ДЕ ть рт = 0, 
которым должны удовлетворять параметрические вы- 
ражения координат развертывающейся поверхности 
при соответствующем выборе параметров. 

Таким образом проблема развертывания поверхности 
на плоскость решается Эйлером по существу общим 
методом теории изгибания; ‘он апеллирует, как мы 
сказали бы теперь, к инварнаитности` элемента ‘длины. 
Более того, этот метод не случайно применяется Эй- 
лером к частному классу поверхностей. Теперь мы зна- 
ем, что годом раньше опубликования той работы, о 
которой мы только что говорили, Эйлер получил тем 
же методом общее условие изгибаемости поверхности. 
Но как` известно, Эйлер писал так много, что Петер- 
бургская академия наук не успевала печатать его ра- 
бот. Эйлер с гордостью говорил, что академия после 
его смерти будет иметь запас его работ на 40 лет. 
Но гениальный вычислитель на этот раз ошибался. 
Упомянутая сейчас работа Эйлера была напечатана 
лишь через 79 лет после его смерти, и через 91 год 
после её написания! Таким образом на позднейшее 


Е. Вшег: орега розИшта, Ъ Ренорон 1862. 
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развитие геометрий она не могла оказать влияния 
(как известно, фундаментальная работа Гаусса была 
опубликована в 1828 г.). 

Можно было-бы указать и другие примеры того, 
как Эйлером были предвосхнщены позднейшие резуль- 
таты и методы диференциальной геометрии, и мы, 
вероятно, Не ошибемся, если скажем, что наследство 
Эйлера и до сих пор не оценено полностью и что 
изучение его может стать темой обширного истори- 
ческого исследования, которое выяснит ряд никем 
еще не отмеченных достижений Эйлера в области 
геометрии. Но уже приведенных примеров доста- 
точно, чтобы судить о тех высотах, на которые 
поднялся в своих геометрических работах великий 
аналитик. 

И, однако, как было сказано, Эйлер не создал 
геометрической школы, и его Вепосредственные науч- 
ные наследники немного сделали для развития дифе- 
ренциальной геометрии. Гениальный Лагранж, напри- 
мер, обращался к проблемам геометрии случайно, 
черпая из нее лишь иллюстрации для применения ана- 
литических методов. К числу наиболее значительных 
полученных нм результатов следует отнести выведен- 
ное им 'уравнекие минимальной поверхности \1. 
Этот вывод лается Лагранжем как примененне общих 


+ [. Гарталрез, Еззй Фипе поиуейе ш@тТо4е рошг а&ег- 
ийлег, 1е5 шахина её 1ез пуойпа дез юпишез пиёргаез таб- 
Еыцез, М1ъсеПапе Таийпепзча 1760—61, стр. 173—175 (этот 
том вышел-в 1762 г.); Оецугез 1, стр. 385—362. 
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методов вариационного исчисления. Результат полу- 
чается в форме: 

71-99) +2 + Р) — 2р4; =0, 
и не получает никакой геометрической интерпрета- 
ции. Лагранж не дает также ни одного нетривиаль- 
ного примера минимальной поверхности. 

Итак, ни Лагранж, ни Лаплас не оказались про- 
должателями геометрических работ Эйлера. Более того, 
аналитики семидесятых годов Х\МШ в. склонны были 
скептически относиться к перспективам дальнейшего 
развития диференциальной геометрии. ОЗень характер- 
ны в этом отношении высказывания Лагранжа, на кото- 
рые обратил внимание автор новейшей работы по исто- 
рии диференциальной геометрии т. Стройк\. „Не кажется 
ли вам, — пишет, например, Лагранж Даламберу, — что 
высшая геометрия идет к некоторому упадку?“ Это 
письмо написано в 1772 г., через пять лет после на- 
печатания „Изысканий“ Эйлера, его коллеги ло Бер-‹ 
линской академии! Между тем уже за год до этого 
песснмистического прогноза, `с котарым согласился и 
маститый корреспондент Лагранжа, в Парижскую ака- 
лемию наук была представлена работа Монжа „Ме- 
муар о развертках, раднусах кривизн и различных 
родах перегиба кривых двоякой кривизны“ (Мётоне 
а а И р ка 

* Б.у. Зил, Он ие ОЕ а В5огу о! ЧШегепна! реотену, 
1313, № 55, 1933, стр. 92 — 120; № 58, 1933, стр. 161 = 191. 


Должен появиться русский перевод этой прекрасной 
работы. 
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знг 1ез Ч6уеоррёез, 1ез гауопз Че соиитез её 1е5 
Чегет решез ФиЁоп 4ез соиез & аоиШе 
сошЬше 1. 

`Напечатана эта работа была только через четырна- 
дпать лет в 1785 г. Но, 6сли она не могла, таким 
образом, своевременно получить широкую  извест- 
ность за пределами родины Монжа, то в самой Фран- 
ции в семидесятых годах уже было положено начало 
новому математическому течению, во главе которого 
стоял автор вышеупомянутой работы. 


п 


Гаспар Монж родился в 1745 г. в семье мелкого 
торговца, по происхождению крестьянина. Отец его 
торговал хорошо и ко времени юношества Гаспара 
приобрел значительное для человека его социального 
круга общественное положение старосты корпорации 
торговцев ‘и, сколотил себе состояние, достаточное 
для того, чтобы дать своим`трем сыновьям хорошее 
начальное образование. Все они стали впоследствии про- 
фессорами математики, но лишь старший из них Гаспар 
оставил след в истории науки. Среднее образование 
Монж получил в.коллеже (училище) своего родного го- 
рода Боиа?: Коллеж находился в ведении моиащеского 
ордена ораторианцев. Способности Монжа обратили 
на себя внимание его руководителей, и по окончании 


+ Матогез 4ез @уегз зауапз, 1785, стр. 511 —550. 
* Небольшой город в департаменте Кот д’Ор, близ 
Дижона. 
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курса коллежа он легко получил доступ в высшее 
училище ораторнанцев в Лионе. Восемнадцати лет 
он окончил это училище и оставался там некоторое 
время в качестве профессора физики. Но вскоре, от- 
клонив предложение принять духовный сан, он возвра- 
щается на родину, где остается, однако, недолго. 
Благодаря покровительству одного высокопоставлен- 
ного лица, восхищенного знаниями и талантами юноши 
Монжа, последний получает место в Мезьерской военно- 
инженерной школе. Организованная незадолго до этого 
времени Мезьерская школа Должна была подготовлять 
инженеров высшей квалификации. Окончание ее давало 
право на занятие высших должностей, и для поступ- 
ления в нее нужно было обладать либо дворянским 
званием, либо. очень крупным состоянием. Монж не 
имел ни того, ни другого, и он должен был удо- 
вольствоваться ролью квалифицированного служителя, 
помогавшего ученикам школы в нх практических за- 
нятиях по физике, маметатике, расчетным работам, 
черчению и т. д. Такое положение, уязвляло самолю- 
бие молодого Монжа и было, несомненно, одной из 
причин его позднейшей приверженности революции. 
Это не мешало ему, однако, искать и завязывать связи 
в высших кругах общества. Эти связи помогли ему 
получить повышение, и с 1769 г. Монж получает 
независимое положение профессора Мезьерской школы. 
К этому примерно времени формируется творческая 
личность Монжа. Круг его научных занятий чрезвычайно 
обширен и охватывает математику, физику и химию, 
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При этом в первые восемь лет своей профессор- 
ской деятельности Монж занимается преимущественно 
вопросами математики, и именно в эти годы ов при- 
шел к тем идеям, которые позднее он систематически 
развивал и публиковал. Прирожденные гениальные 
способности Монжа к геометрическому мышлению 
нашли себе благодарные стимулы развития в тех мно- 
гообразных технических проблемах, с которыми Монж 
сталкивался на каждом шагу во все время почти два- 
дцатилетней связи своей с Мезьерской школой. 

Первым его открытием, составившим ему громкую 
известность у современников и у потомков, было 
создание новой науки — начертательной геометрии. Са- 
мая идея проектирования объекта на две взаимно 
перпендикулярные плоскости . не была новой. Ею поль- 
зовались художники еще в ХУ— ХА вв. Но это был 
технический прием, совершенно не разработанный 
научно и не привеленный ии в какую. систему гео- 
метрического знания; к тому же он был позднее за- 
быт, и Монж, вероятно, пришел к этой идее совер- 
шенно самостоятельно. Эту идею он’ развил в систе- 
матическое учение, доведенное до высокого совер- 
шенства, так что по курсу Монжа и сейчас можно 
знакомиться с основными методами начертательной 
геометрии. Курс этот был напечатан только в 1795 г.; 
повидимому, более раннему его опубликованию 
препятствовали военные власти, желавшие удержать 
в секрете это изобретение. Однако Монж читал 
свой курс ежегодно, и сотни французских инженеров 
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пользовались методом Монжа задолго ‘до появления 
работы его в печати. 

Начертательная геометрия была любимым детищем 
Монжа;он очень высоко ценил ее прикладное значение, 
настаивая на том, что преподавание ее должно быть 
широко распространено в интересах развития франнуз- 
ской промышленности. „Чтобы освободить француз- 
ский народ от’ зависимости от иностранной индустрии, 
в которой он находился до настоящего времени, нуж- 
но прежде всего направить народное образование на 
изучение предметов, требующих точности“, — такими 
словами начинает Монж свою „Начертательную гео- 
метрию“. Но Монж. никогда не смотрел на начерта- 
тельную геометрию только как на прикладную -науку; 
в ней он видел метод чисто геометрического исследо- 
вания пространственных ‘образов. И не случайно из 
школы, созданной Монжем, вышли создатели новой 
синтетической геометрии — Карно и Понселе. 

Высоко ценя синтетические методы, Монж в то же 
время совершенствует аналитические приемы изучения 
линий и поверхиостей. И здесь, однако, практические 
интересы Монжа позволяют ему подойти к диферен- 
циально-геометрическим задачам с новой точки: зрения. 
Эта точка зрения, характерная длявсей школы Монжа, 
может быть в общих чертах охарактеризована следу-. 
ющим образом. Монж рассматривает динамику воз- 
никновения поверхности, ее способ образования, ее 
„порождение“ (рёпёгаНоп). Он классифицирует по- 
верхности и ‚линии не по порялку их уравнений 
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в лекартовой — или иной системе координат, а по харак- 
теру движения, их „производящего“. Рассматривая, 
например, поверхность как геометрическое место дви- 
жущейся линии, Монж обращает внимание как на 
свойства движущейся линии, так в особенности и 
на закон движения. Далее, Монж продолжает наме- 
ченное для отдельных случаев уже Эйлером изучение 
поверхности как огибающей семейств поверхностей, 
зависящих от одного и двух параметров, и изучение 
кривой как ребра возврата семейства характери- 
стических линий. | 

Благодаря такому подходу на первый план высту- 
пают уравнения с частными производными и проблема 
их интегрирования. Именно в руках Монжа возни- 
кает метод характеристик, впоследствии ставший исхол- 
ной точкой для метода Коши. Случай двух незави- 
симых переменных для уравнений первого порядка 
был доведен Менжем до конца; если не по строгости 
трактовки, то по намечению метода. Но Монж пошел 
и дальше, изучая уравнения с частными производ- 
ными второго порядка. Здесь он сделал первые шаги 
по изучению того типа этих уравнений, который и 
поныне носит его имя. 

Во всех этих работах руководящую роль играют 
соображения геометрического характера. Они дают 
Монжу интегралы уравнений частного вида: они же 
лежат в основе общего метода характеристик. 

Ниже мы будем иметь случай показать на кон- 
кретных примерах характер творчества Монжа. 
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Сейчас же. мы продолжим "наш краткий очерк его 
деятельности. 

Педагогическая деятельноёть Монжа в Мезьерской 
иколе была чрезвычайно продуктивна. Он умел воз- 
будить в своих учениках интерес и; любовь к мате- 
матике и побудить к самостоятельной творческой“ ра-. 
боте. К числу. учеников. Мояжа по Мезьерской 'шкоде 
принадлежали, между. прочим, Карно; о котором мы 
упоминали ‘уже, и Менье, о котором мы еще ‘будем 
говорить. Именно под влиянием н даже под руковод- 
ством Монжа возникла. та Вабота Менье, которая по- 
служила первым после Эйлера новым вкладом`в тео- 
рию -кривИзны поверхностей. 

В конце семидесятый годов. в научных интересах 
Монжа ‘намечается поворот в сторону физики и хи- 
мии, которые вскоре становятся, главным предметом 
его изысканий, хотя Менж. и продолжает время от 
времени обращаться к ` ванятиям, математикой" Но- 
именно в десятилетие . (1776—1785) ‘были опубли- 
кованы основные ` ` математические работы ' Монжа. 
Вненшии ° ‘толчком * длЯ указанного ` воворота послу- 
жила- женитьба _Монжа {1 7%, сделавщая его зладель- 
цем металлургического завода ‘в Рокруа,. небольшом 
городе близ Мезьера! . Монж стал’ изучать, ‘технику, 
металлургическогб производства и углубился в В экспе- 
риментальную, и теоретическую работу, приведшую 
его к ржу результатов В -области физики металлов; 
теплопроводности, химического разложения веществ, 
теории электричества и т. д. Не вдаваясь в разбор 
3 г. Монж. 
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этих работ, укажем ‘только, что Монж выдвинулся 
в ряды крупнейших физиков и химиков и что. имя 
его ‘может быть поставлено в. ряд,С именами Лаву- 
азье и Бертолле, с которыми он произвел немало 
совместных работ. 

Успеху этих работ солействовало в: значительной 
мере то обстоятёльство, что’ в 1780 г. он был избран 
членом Парижской академии наук; первое врёмя дн. 
проводил в Париже большую половину года, а в 1784 г. 
покинуя Мезьерскую- школу и переселнуся. В столицу: 
Номимо. многообразных работ. по академии, Монж 
занимался: и; преподаватежьской. Деятельностью в Лувр- 
ском военно-морском училище.” Вскоре бн получил 
еще лолжноеть ЕЗамиватОаг провинциальных училищ 
морского министерства. „Выполняя свои обязанности 
экзаминатора, он ежегодно’ объезжал приморские го- 
рода и попутно знакомился с организацией и техни- 
„кой работы портовых предприятий и флота. Но основ- 
Мое его местопребывание было в Париже. Здесь его 
и застала революция 1789 .г.. 

_В первые геды революции Монж уделял политике 
немньго времени и внимания: Ставши на.Сторойу ре- 
волюции с первых ее дней, ои, однако, не сразу 
определился политически. Даже - тогда, - когда разно- 
гласия между Г орой и Жиройлой приняли уже острую 
форму, Монж еще не примкнул определенно нн к той 
ни к, другой из борющихся `групи. Но вот песле 
августовских дней 1292 г. 9бразуется первое респуб- 
ликанское правительство, и Монж получает в мини- 
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стерстве 10 августа портфель морского министра. 
Став таким образом ` активным участником бурной по- 
литической жизни этой драматической эпехи; Монж 
должен был точнее определить свои политические по- 
зиции. Монж начннает скдоняться влево, и’ ход со- 
бытий приводит его в лагерь радикальных якобинцев. 
Он остается членом якобинвкого клуба не‘толфко после 
изгнания оттуда жиройдистов, но и после очищения 
клуба от умереиных элементов Горы — лантонистов. 

На посту морского министра Монж оставался в. те- 
чение первых воьми месяцев существования респубе. 
лики. Напряженная его деятельность не дала, однако, 
существенных успеков в деле Укрепления: морской: 
мощи республики. Была ли ‘причиной этого неспособ 
носль Монжа, как утверждают одни, или объективная 
невозможность, вызываемая, напояжениейм . всех сил 
страны для борьбы < противниками на`сухопутных 
границах, . как ‚думают другие$ но нападки на морского 
министра шли, и справа и слева, н_Монж дважды по: 
давал в отётавку. Второй рез,. в апреле 1793 г:, она 
была принята. 

Если при вступлении” Монжа в Исполнительный 
совет жирондисты могли’рассчитывать на его симпа 
тию к ним '(кандидатура Монжа была выставлена 
одним из вождей жирондистов — Кондорсе), то, покн- 
дая министерство, Монж” был уже „патриотом“, под- 
пись которого хкрепляла акты, относящиеся к ‘казни 
Людовика ХУТ. Естественно, ‘что зскоре после начала 


якобинской диктатуры Монжу даются ответственнейшие 
3* | 
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задания. В конце 1798 г. Монж^был»: привлечен. к 
организации военной проманиленности Франции. Ои 
заведует пороховыми и пушечными ‘заводами, органи- 
зует снабжение их. сырьем, |: особенности сёлитрой, 
которую но его инициативе’ стали, производить из 
местной земли раньше селитра по преимуществу 
импортировалась. \Он обучаез литью пушёк новые 
кадр, мастеров и составляет инструкцию для рабочих 
литейных заводов. Он выпускает руководство „Искус- 
ство” Литья пушек“, замечательное по своим‘ педаго- 
тическим и научным качествам. Он реорганизует самый 
процессе производства, ‘увеличивая продуктивность 
парижских и провийцнальных. заводов в среднем в де- 
сять раз.-по сравнению © ‘предшествующими и доре- 
ВОлЮциОннЫМи годами; Словом, в то время ‘как уче- 
ник его Карно стоит: во главе революционных армий, 
Монж, . наряду’ с другими’. учеными-якобинцами, Бер- 
толле, Гассенфратцем, ‘Фуркруа, . Гюитоном де-Морво 
и рядом других, возглавляет один из важнейших уча- 
стков снабжения армий. И свойми победами револю- 
ционная армия обязана не только Карно, но и вели- 
кому -его ‘учителю. 

Эта, лихорадочная деятельность,’ не оставлявшая 
Монку досуга, для творческой работы в области науки, 
продолжается и после падения Робесньера; примерно 
до ноября 1794 г. Монж, как и Карно; не принад- 
лежал к нислу сторонников. Робеспьера, так что пер- 
вое время после переворота 9 термидора он не дол- 
жеё. был бояться преследований, Но вскоре полити- 
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ческий смысл переворота стал ясен тем его участни- 
кам, которые хотели оставаться верными -революции. 
Якобинский клуб был закрыт в ноябре ` 1794. к.. га 
в апреле 1795 г., порле подавления прериальского 
восстания, ‘были арестованы ‘и сосланы. в Г виану те 
вожди якобинцев, „руками которых был. свергнут Ро- 
беспьер., В этидни и „Монжу грозили репрессии. Он 
должен был скрываться”, до Тех, пор, пока члены, кон- 
вёнта термидорнанцы ‹ Марей, муж одной из‘ето доче- 
рей, и `Эшассерио, жених другой, не `выхлопотали 
ему’ амнистии, 

Как’ мы видёли, до’ осёни 1794 г. Монж был 
занят ‚работой 20. ‚организаций воейной промышлен- 
нос4И. С’осени 1794 т. начинается новый этап егф 
деятейьности, не. менее ‚ напряженной и не менее 
продуктивной. 

Еще в эпоху якобинской диктатуры Конвент 
(11 марта 1794 г.) принял шостановлениё об оргавизации 
„Центральиой школы. общественных работ“, должен- 
ствовавшей подготавливать-гражданских и. военных ин- 
женеров высшей квалификации. Школа эта была.осно- 
вана в сентябре того же года, а в следующем году она 
получила название „Политехнической школы“ , подното- 
рым она завоевала себе непреходящую славу. Эта 
школа .была ‘порождением молодой буржуазии, дав- 
шей ей лучшие свои силы. Г аспар Монж был одним 
нз ее основателей и ' фактических руководителей в те- 
чение двадцати лет. Он состайляй` программы ее курса, 

руководил“ учебной и` научной ее жизнью ‘и сам 
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преползвал-там различные предметы, преимущественно 
начертательную, * аналитическую’ и диференциальную 
геометрии. `ЕГо лекции легли в основу. серснереных 
его’ сочинений: „Начертательная геометрия“ (Оботеше 
дезсИрНуе) и „ Листы анализа в его приложении к. гео- 
метрии“ ‘(РешНез `ФАпаузе аррНаиёе & 1а Свотёёе). 
Странно, звучащее название последней работы объяс- 
няется тем. что она, чак. же каки первая, печаталась 
Сначала отдельными выпусками. Второе. её _ издание 
вышлб в 1801 г. Третье йзлание было напечатано 
в 1805 х. в значительно расширенном вйде; ‘к нему 
была добавлена также вводная часть, посвященная 
аналитической геометрии и написанная Мбнжем сов- 
местно с`учеником егб Ашеттом (НасвеНе). 

Это третье издание ‘вышло -под’ новым названием 
„Приложение анализа к геометрии“; с него и сделай 
русский перевод, помецаемый в этой книге. При 
жизни, мМонжа в 150) г. вышло`и четвертое издание, не 
‘содержащее ничего нового. После ‘смерти. Монжа 
вышло еще одно, ‘пятоё издание, на титульном листе 
которого обозначено, что оно-нросмотрено, исправлено 
и дополнено- Лиувиллем.. Е: нем, действительно, содер- 
жится ,рял очень ценных `дополнений,, а. именно, вос- 
произведен. исторический мемузр. Гаусса 1828-г. ‘и 
добавлен ряд статей самого’ Лнувилля, развивающих 
в различных ‘нёправлениях . идеи. Гаусса. В основном 
тексте исправлбиы некоторые опечатки (имеется, впро- 
чем, немало новых), однако никаких комментариев 
к работе Монжа Лиувилль не дает; ‘отсутствуют даже 
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указания на ошибки Монжа, часть которых. обуслов- 
ливалась новизной предмета, другие же являются 
результатом прямой ошибки автора. 

Вернемся, бднако, к Монжу иго детищу — Поли- 
технической школе. В’ этой школе выросло новое по- 
коление ученых. Франций; почти все выдающиеся 
французские учение первой половины. ХХ ' в. принад- 
лежали к числу ее’воспитанников и по окончании школы 
не теряли с ней связи. Здесь выросла м сформировалась 
„школа Монжа“, наиболее выдающимися представите- 
лями которой были Дюпен в Понселе. 

Ввиду того значення, которое имела Политехни- 
ческая школа для развития, диференциальной геомет: 
рии, нелишним будет хотя бы вкратце остановиться 
на некоторых моментах ее организации. 

До 1799 г. эта школа, хотя она и готовила ‚воен- 
ных специалистов, была организована по, липу "тран 
данских шкой. Ученики ее получали стипендию, жо- 
торая, однако,. благодаря росту дороговизны, скоро 
оказалась недостаточной, чтб вызвало отлив наименее 
состоятельной части учеников. Студенты в воспитя- 
тельных целях размещались не в общежитии. а в част- 
ных ‘Квартирах граждан, политическое настроение 
которых не внушало опасений термидорианскому пра- 
вительству. Срок обучения первоначально ‘был уска- 
новлен трехгодичный, а Затем был сокращен до двух 
лет. Школа ставила себе целью формирование таких 
инженеров, которые не были бы- связаны узкой спеё- 
циалиЗацией, а’мотли бы соответственно военным 
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потребностям выполнять самые разнообравные работы. 
Отсюда и название школы. Такая установка вызывала 
необхонимость в преподавании. многочисленных спе- 
циальных дисциплин, и ‘казалось бы, это должно было 
привести к снижению теоретического, уровня. Что это 
было не ‘Так, можно видеть котя бы. из беглого ипо- 
смотра. печатаемого здесь курса. многие из глав ко- 
торого содержат вещи, которые. несемненно. окажутся 
новыми но содёржанию я теперь даже лнцам. получив- 
шим специальное математическое образование. Отсюда 
легко видеть, как ‘велики ‘полжны были' быть требова- 
‘ния к поступавшим в школу. Но ‘подготовка буржуаз- 
ной мололежи, выросщей в ‘обстановке революции, 
не стояла на той высоте, которая требовалась усло- 
виями приема. ` “Из 349 шел.. поступавших в школу 
в год ее основання, чиЩЬ_ ‘единицы. соответствовали 
этим ‘требованиям. Чтобы. выйтн из этого поло- 
жения, - пришлось Чрибегнуть к организации трехме- 
сячных. курсов. Пятьдесят иаиболее способных молодых 
людей были приняты в качестве „аспираитов-инструк- 
торов“ -(азрнав- Нфоянисецга): Ежедневно онн слушали 
в течение восьми часов лекции лучщих ученых Парижа, 
а остальное время работали самостоятельно: ‘таким 
образом эти, аспиранты получили подготовку, необхо- 
димую для того, чтобы ‘они Могли стать руководите- 
лями бригад (сей Че ЫЧраа); представлявших первич- 
ную` учебную ‘единицу школы. В каждЬй‘ бригаде 
было по шести человек, и все. свободное от лекций 
время члены бригады имели `возможность’ общаться 
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с руководителем. Вся школа была охвачена учебным 
энтузиазмом; этот энтузиазм ревностно поддерживался 
профессорами,. в первую` очередь, ‹Монжем, который 
пользовался огромным успехом и любовью`аудитории.. 
Каковы были политические настроения ‘учащихся? Ог. 
ромное бодьщинство их были республиканцами; но 
республиканизм их был -республиканизмом зажиточной 
буржуазии, боявшейся при восстановлении монархии 
потерять нажитые `во время революций ‘богатства. Это 
большинство ‘было ‘даже правее большинства терми- 
дорианского конвента. Во время майского” восстания 
парижской бедноты  („прериаль“) оно выступило за 
конвент претив ‘восставших, но’во, время октябрьского 
восстания роялистов („вандемьер“) болышая часть сту- 
дентов сражалась в рядах. роялистов против войск 
конвента, предводительствуемых Бонапартом. 

Интересная отметить, что  Монж, над которым еще 
трн месяца тому назад тяготело обвинение в принад- 
лежности к якобинцам, теперь вступился за етуден- 
тов, участвовавших в роялистском: движений. Не’будем 
вдаваться. в разбор того, руководили ди им доброта 
характера или ‘политический расчет, или и то и дру- 
гое вместе.. Достаточно‘отметить, что поведение Монжа 
В этом, как и. во многих других случаях, не было 
политически принципиальным. 

Вскоре Монж вынужден‘ был прервать свою работу 
в Политехнической школе, так ‘как ой ‘надолго поки- 
нул Францию, ‘отправившись по поручению только чтр 
возникшей Директории в Италию. Вероятно, сам Монж 
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исхлопотал себе эту командировку, опасаясь репрессий- 
в случае победы роялистов. активность которых воз- 
растала, Во всяком случае, поручение, данное Монжу, 
отнюдь не ` соответствовало ни. одйой из’ его много- 
численных” спедиальностей. Он был назначен . членом 
комиссии по-отбору художественных произведений и 
библиотечных фондов, долженствовавших составить 
часть военной контрибуции, наложенной на побежден- 
ные итальянскив государства. Мы можем не останав- 
ливаться здесь“на деятельности Монжа в этой комиссии 
и изложим позднейшие сабытия его жизни, мало при- 
бавлякяние к характеристике его.научной деятельности, 
по возможности кратко. 

В Италии Монж поступает в распоряжение коман- 
дующего французской армией` генерала Бонапарта. При 
первой встрече выясняется, что Бонапарт сбхранил 
хорошие воспоминания о морском министре Монже, к 
которому он, будучи еще, поручиком, ‘обращался, с 
просьбой о приеме на. службу. Монж сближается с 
будущим императором французов, который в это 
время выступает в качестве‘ представителя революции 
против склоняющегося вправо болынниства конвента 
Письма этого’ времени Монжа к жене проникнуты 
республиканскими и антиклерйкальными настроениями. 
Молодой полководец возбуждает в Монже чувство 
восторга -и ‚преклонення и Монж начннает смотреть 
на мир его глазами. В свою очередь; н Бонапарт 
покровительствует Монжу. В сентябре 1797 г.,- когда 
в Париже при. поддержке во стороны генерала 
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Бонапарта был, ликвидирован заговор роялистов и из- 
менен состав Директории, Монж был выдвинут канди» 
датом на пост директора. Совет старейшин "не утвердил 
его кандидатуры ‚только потому, что `Монжа нё было 
во Францин. 

В октябре 1797 г. Монж, выполнив свою миссию, 
возвратилея в Париж; он был принят ‘с почетом и 
после кратковреманного ‘пребывания в кругу своей 
семьи получнл новое ‘прручение на этот раз дипяо- 
матического, характера. Он был снова послан, в Италию, 
теперь уже в качестве комиссара при национально- 
революционном правутельс?вё вновь обравованной. рим- 
ской республики. Ближайшей задачей. Монжа было 
содействие провелёнию новой конституции, состав- 
ленной по образцу термидорианской „Конституции 
Ш года“ Эту работу Монж выполнял совместно с 
жирондистом Дону. От радикального якфбинизма Мон- 
жа ничего, таким образом, уже не оставалось. Вместе 
стой. частью буржуазии, из которой рекрутирбвалась 
`равнина“` конвента,, иначе именовавшаяся „болотом“, 
Монж проделал процесс отхода от террора якобинцев 
к террору - термилорнанцев. И во время второго своего 
пребывания’ в Италии Монж находился в тесной связи 
с генералом Бонапартом, а когда последний отправился 
В знаменитый египетский поход (май 1898 г.), Мойж, 
не повидавшись с семьей, присоединился к этой экс- 
педиции, к которой Бонапарт привлек около пяти- 
десяти, по преимуществу молодых, ученых. В Египте 
Монж принимал активнейшее участие в созданни 
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Каирского института, который за свое кратковремен- 
ное существование сделал очень много ценных 
работ как’ общего, так и местного схарактера. 
Кроме того; Монж выполняя. и дипломатические пору- 
чения. Бонапарта. Вместе с последним он совершил 
злосчастный поход. в Сирию, вместе. с ним.он сел 
на корабль, на котором Бонанаотг ‘покидал египетскую 
армию, чтобы тать диктатором Франции. 

Переворот 18 брюмера делает Монжа членом сената 
и кладет начало почестям и наградам, ‚ которые делаю? 
Монжа членом` сената, ‘богатым владельцем ° дворцов 
и поместий, кавалером - -Орщена почетного Хегнона и ` 
графом ‚империи. 

Естественно, что реепубдиканизм Монжа становится 
бонапартизмом. Чтобы расценить эту эвойюцию Монжа 
не слишком ‚снисходительно ‚й незслишком сурово, 
нужно иметь в `виду, зто императорский строй имел 
две стороны: с одной стороны, ‚это была реакция, 
внешне выражавшаяся в Таких ярких явлениях, как’ 
возврат эмигрантов ‘и кднкордат с папой; с другой 
стороны, наполеоновский . режим был закреплением 
части, завоеваний революций. 

Конечно, ‚режим Наполеона мало соответствовал 
идеалам якобинца 1798 г., но-он соответствовал стрем- 
лениям буржуазин, протививщейся реставрации фео- 
дализма. В этом смысле империя ‘была ‘наследницей 
республики. И не один Монж проделал эволюцию от 
якобииства к бонапартизму. Эту .эволющию проде- 
лала вся буржуазия. 
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Таким образом Монж в этой своей ‘эволюции, как 
и в прежних своих ‘колебаниях, является хипичным 
буржуа, каким он й был по своему происхождению, вос-. 
питанию и общественному положению. 

Конечно, Монж, не был вполне бескорыстным чело- 
веком, какнм его’ стремятся изооразить некоторые его 
биографы (Дюпен, Араго). Но несомненно и то; что 
его отношения ‘к Бонанарту имели в своей основе не 
голую корькть. Он вместе с сотнями тысяч француз- 
ских буржуа преклонялся перед военным и админист- 
ративным гением Наполеона. Он вместе с немногими 
единицами был в тесных личных' отношениях с комаи- 
дующим итальянской армией, с первым консулом, 
с императором. 

Следует отметить, что Мойж, заступавшийся _за роя- 
листов перед республиканцами, неоднократно старался 
СМЯГЧИТЬ участь бывших террористов при империи. Так, . 
он ходатайствует перед Наполеоном за.Паща, ‘бывшего 
мера революционной Парижской коммуны. Нужно так- 
же сказать, что Мовк; вообще принимавший с.востор- 
гом каждое мероприятие Наполеона, в иных случаях 
проявлял оппознияю, ‘правда, быстро. ‚ преодолеваемую. 
Так, он протестовал против реорганизации Политехни- 
ческой школы, которую, Бонапарт, став-первым кон- 
*Улом, преобразовал, ‘в военный интернат, поселив 
студентов в казармы. и ввёля военную дисциплину. 
Монж протестовал также и против! заключения кон- 
Кордата с папой. Эти протесты оставались без послед- 
СТвиЙй, и Монж вскоре свыкался с вовым положением. 
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Так, вскоре посде заключения конкордата он, „не 
нахоливший прежде достаточно резкйх возражений 
против католицизма и духовенства, принимает `хлеб- 
соль от духовенства Льежа, встречавшего у ворот го- 
рода сенатора Монжа; более того, он отправляется в 
собор и слулкаёт там торжественную мессу. 

Так. менялись взгляды и поведение Монжа на длин- 
ном. жизненном пути от служителя Мезьерской школы 
до сенатора и графа. Лишь олно поонес Монж неиз- 
менным через всю свою долгую жизнь: любовь к науке 
и научному творчеству. На склоне своих лет он про- 
‚Должаль разрабатывать идеи своих юных лег и сооб- 
щать эти идёи своим ученикам. 

“Но это был еще не последний жизненный этан 
Монжа.. Монжу уже было 68 лет, когда войска союз- 
ников первый раз вступийи в Париж, и лилия Бурбо- 
нов смеицла императорскую ‘пчелу: Вотдичие от огром- 
ного ‘большинства- сенаторов -(в том числе и Бертолде) 
Монж не толкнул падающего зрона империи. Он скры- 
вался в зровинции. Во время‘ста дней.он был ‚одним 
из первых присоединившихся к Наполеону. Но он уже 
не верил в пебеду. Он предчувствовал вторичный ‘удар, 
который вскоре и разразился. Еще до момеита второй 
реставрации физические и духовиые силы изменили 
Монжу. Монархическая реакция ‘не пощалила человека, 
прославившего Францию ' своей научной и организа- 
ционной работой. Основатель и руководитель’ Поля-. 
технической школы был не только лишен имущест- 
венных и гражданских прав, но и был изгнан ‘нз` 
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Политехнической школы и’из Академии наук. Но само- 
му Монжу уже немного нужно было от жизни. Уже 
в конце 1815 г; он не был в ‘состоянии выполнить до 
конца сложное, но элементарное преобразование, за- 
тем он перестал узнавать людей и впал в состояние 
невменяемости. 28 июля 1815 г. великий геометр 
сошел в могилу. 


Ш 


Вернемся теперь снова к основной теме этой статьи, 
прерванной рассказом о жизни и деятельности: человека, 
положившего начало новому периоду развития.дифе- 
ренциальной геометрии. Мы довели наш исторический’ 
очерк-ло 1771 т., когда Монк представил Парижской 
академии свой мемуар по теории пространственных 
кривых. 

Значительная“ часть этого мемуара в совершенно 
неизменном виде!и даже под тем же заголовком вошла 
в РешШез Фапафузе,.а затем и в работу, речатаемую 
В этой книге (см: в ней $ ХХУИ:) Нам поэтому неза- 
чем излагать здесь по существу большую часть этого 
мемуара н‘мы ограничимся‘ коатким обзором содер- 
жания этой части. 

До Монжа радиус кривизны, как мы выше упоми- 
нали, рассматривался лишь в теории ‘нлоских кривых: 
Рассмотрение зволюты. плоской кривой, как*огибаю- 
щей нормалей, было связано с рассмотреннем эвольвент 
данной плоской кривой, как линий, описываемых кон- 
ЦОм натянутой нити, наматываемой на. кривую. Было 
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выяснено также, что эволюта представляет собой гео- 
метрическое место центров кривизны плоской кривой. 

Из того, что выше было сказано о работе Клеро, 
ясно, какие трудности стояли на путн распростране- 
ния этих понятий и процессов иа пространственную 
кривую. Монж был первым, разрешивншим эти труд- 
ности. С. присущей ему силой геометрического вооб- 
ражения он сразу дает ясную картину тех соотношений, 
которые имеют место для кривой двоякой кривизны. 
Он -начинает с введения „линии полюсов“, т. е. в 
современной терминологни с оси кривизны. так как. 
именно ось кривизны’а не центр кривизны ‘простран- 
ственной кривой соответствуют центоу кривизны плос- 
кой. кривой: Монж геометрически показывает, что 
поверхность, образованная линиями полюсов, развер- 
тывается на плоскость (см. разделы 4—5 \последней 
главы „Приложения анализа к геометрии“). Теперь 
оказывается, что даниая пвостранственная койвая имеет 
не одну, а бесчисленное множество эволют, т, е. кри- 
вых, „„развертываннем“ которых. получается исходная 
кринёя; всё эти эволюты лежат. на поверхности полю- 
сов (см. разделы 6—7). „Далее ‘оказывается, что гео- 
метрическое место центров кривйзны пространственной 
кривой также лежит на поверхности полюсов, но не 
совпадает ни с какой из эволют, если толко кривая 
не плоская; в этом, и только в Этом случае одна из эво- 
лют является геометрическим местом центров кривизны 
(раздел 8). До сих пор все рассуждения ‚ Монжа 
очень пррсты и не могут вызвать никаких сомнений. 
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В дальнейшем изложении Монж прибегает к оригнналь- 
ному приему, дающему ему гениально простое дока- 
зательство того. что каждая из эволют является крат- 
чайшей из всех линий, могущих быть проведенными 
на поверхности полюсов между двумя точками, при- 
надлежащими эволюте. Именно, он начизает „свободно 
изгибать“ (рНег ИБгетен) бесконесло тонкую прямо- 
линейную полоску на поверхность полюсов; он утверж- 
дает, что при таком изгибании ‘плоская полоска, 
изламываясь при переходе. через полярную ось, обра- 
зует с этой осью до и после перелома равные углы 
н что этим же свойством обладают эволюты кривой 
(см. разделы 9—11). Поэтому при развертывании по- 
верхности полюсов на плоскость каждая эволюта 
становится прямой линией и, значит, является крат- 
чайшей линией на поверхности полюсов. Эта идея 
„свободного изгибания“, так блестяще ведущая к 
результату, аналитическое получение которого было 
бы много труднее, чрезвычайно показательна для’ ха- 
рактеристики мышления и творчества Монжа.` Она 
предвосхищает современиую теорию изгибания, содер- 
жа в зачаточной форме идею геодезической кривизны 
полосы поверхности. Эта идея Монжа близко сойри- 
касается с илеями Эйлера, о которых мы выше гово- 
Рили; какое-либо влияние Эйлера на Монжа, однако, 
совершенно невероятно, ибо работа Монжа была 
готова, несомненно, до 1771 г., в котором вышла 
работа Эйлера. Да и направление хода мыслей у 
Монжа, как мы видим, несколько иное, чем у Эйлера. 
4 г. Монж. 
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Тем более интересна временная близость работ упо- 
мянутых авторов. 

Нужно, впрочем, признать, что идея Монжа в этом, 
как ив других случаях, изложена ‘им не вполне кор- 
ректно, как нетрудно убедиться из чтения указанных 
разделов его работы. 

Особенно этот упрек относнтся к тем строкам его 
работы, в которых процесс „свободного изгибания“ 
применяется к случаю произвольной поверхности. Во 
всяком случае не так просто дать адекватное изло- 
жение этого процесса на современном языке. Руко: 
водимый смелой пластической интуицией, Мон»ж не да- 
ет себе труда ни точно определить пснятие „ребра“ 
(аг4е), ни оценить порядок малости разности между 
„равными“ величинами. Однако пользуясь тем же мето- 
дом „изгибания“, Монж получает н уравнение геодези- 
ческой линии произвольной поверхности. Процесс рас- 
суждения там еше менее ясен; мы не будем, однако, 
его приводить, отослав интересующихся к оригнналу 
или к изложению Коммереля в курее Кантора1. В „При- 
можение анализа к геометрии“ эта часть работы Монжа 
не вошла. 

Не вошла сюда и та часть, где рассматривается 
„эволюта“ развертывающейся поверхности. Этим тер- 
мином Монж обозначает спрямляющую поверхность 
ребра возврата данной развертывающейся поверхности. 


+ Сапюг, Уойезипееп @Бег Сезсшоще 4ег Машешайк, 
т. 1\, стр. 533. 
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С помощью столь же простых инфинитезимально-гео- 
метрических соображеннй, которые применяются в 
основной части мемуара, Монж доказывает следующие 


предложения. 
1. Ребро возврата ‘развертывающейся поверхности 


является „кратчайшей линией“ на поверхности эволюты. 

2. „Элемент“ развертывающейся поверхности мож- 
но рассматривать как элемент поверхности. конуса, 
имеющего своей вершиной боответствующую точку 
ребра возврата, а овью — прямолинейную образую- 
щую эволюты. 

3. Если эволюта представляет собой цилиндриче- 
скую поверхность, то образующие исходной разверты- 
вающейся поверхности образуют постоянный угол с 
соответствующими образующими эволюты. 

Остальная часть мемуара совпадает & разделами 
12—25 $ ХХУИ „Приложения“. В ней дается анали- 
тическое изложение вышеприведенных нсследований 
И устанавливается условие для того, чтобы точка кри- 
вой была точкой „простого“ или „двойного“ перегиба, 
Т, е. точкой нулевого кручения или кривизны. 

Мы видим, какое богатство методов и идей внес 
мемуар Монжа. Глубокая геометрическая интуиция 
является велущей его линией. Смелость полета мысли 
характеризует его творчество. Отмеченная нами некор- 
ректность также не является случайной. Она ведет 
иногда Монжа и к ошибкам, которых он не сделал бы, 
ели бы шел осторожнее. На тогда он, вероятно, 


оставил бы нетронутыми многие из тех проблем, 
Д4* 
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которые он разрешня. И здесь Монж ме является 
исключением: во все времена новые методы матема- 
тического исследования создавались на пути пре- 
небрежения к строгости и точности, на пути предвос- 
хищения результатов смелой фантазией исследователя. 
Справедливость только что сказанного может под- 
твердить и следующая работа, к рассмотрению кото- 
рой мы переходим. В первой части этого онерка мы 
рассказали об основоположной работе Эйлера по тео- 
рии поверхностей. Мы видели, что Эйлер ведет свое 
исследование в основном аналитически м что предли- 
сываемый его методом ход вычислений ведет к гро- 
моздким и, главное, плохо обозримым преобразованиям. 
Повидимому, Монж не был уловлетворен методом 
Эйлера, хотя и высоко ценил результаты, им полу- 
ченные. И вот Монж подает своему ученику Менье 
мысль получить те же результаты иным методом. Менье 
блестяще справился с этим и попутно пошел значи- 
тельно дальше Эйлера. Работа Менье, хотя в ней 
ярко ощущается индивидуальность ее творца, по стилю 
своему проникнута духом `Монжа и составляет одно 
органическое целое с предшествующими и последую- 
щими работами Монжа. И по виешним событиям жизни 
своей Менье близок к своему учителю. 
Жан-Баптист-Марн-Шарль Менье (Меизшег) родился 
в 1754 г. Окончив Мезьерскую военную школу, он 
вступил в инженерный корпус французской армии и 
еще до революции получил командование дивизией; 
как и Монж, Менье еще до революции был избран 
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членом Академни наук; после революции вместе со 
своим учителем ои стал работать в Комиссии мер и 
весов. Монж был отвлечен от этих занятий назначе- 
нием на должность морского министра; , Менье, канди- 
датура которого также выставлялась на тот же пост, 
вскоре после избрания Монжа был сделан генералом 
н отправился на фронт. Он стяжал себе славу храб- 
рого полководна, сражаясь в передовых отрядах 
бойцов революционной армии. Геройская защита 
Майнца против превосходящих сил прусских войск 
покрыла его имя славой и отняла у Франции генерала- 
академика. Менье получил тяжелую рану и вскоре 
умер (1793). 

Менье было 22 года от роду, когда он в 1776 г. 
представил академии свой „Мемуар о кривизне поверх- 
ностей" (Мёшойе зш 1а сошфше ев зи Часез). На- 
печатан этот мемуар был, однако, лишь через девять 
лет, в том же томе академического журнала, в котором 
с запозданием на четырнадцать лет появилась только 
что изложенная работа Монжат. 

Менье берет за исходный пункт исследования но- 
ложение, что кривизна поверхности всецело опреде- 
лчется заданием частных производных до’ второго по- 
Рядка включительно. Систему координат и, 9, Ё он 
выбирает так, чтобы начало совпадало с исследуемой 
точкой поверхности, а плоскость ко совпадала с ка- 
сательной плоскостью в этой точке. Тогда частные 
ЕО ОНИ 


* Мётонез Цез @уегз зауапз, 1185, стр. 477—510. 
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производные первого порядка равны нулю, и поверх- 
ность может быть заменена параболоидом: 
си? -- 2е1о -- №0 
>, 
кривизна которого в точке (0, 9, 0) та же, что 
кривизна поверхности. Поворотом координатной си- 
стемы Менье приводит это уравнение к виду: 
Ан’? -|- Во" 
5' 

Далее, мысль Менье развивается в таком направлении: 
раднус. кривизны плоской кривой есть радиус заменя- 
ющего ее круга. Очевидно, что в сечении 9" —= 0 и 
’—0. получаются две параболы, аппроксимирумые 
различными кругами, так что поверхность не может 
быть заменена сферой. Но нельзя ли заменить ее по- 
верхностью, получаемой от вращения одного из этих 
кругов Вокруг некоторой оси, расположенной в его 
плоскости? Оказывается, что это возможно, и Менье 
получает выражение; для радиуса круга кривизны г и 
радиуса р той окружности, которую описывает точка 
касания круга с параболоидом при вращении круга 
вокруг упомянутой оси. 

Величины г и р выражаются сначала через А и В, 
а так как выражение последних через с, е, / известно, 
то Менье может написать следующие формулы: 


1 еклку Са 
5 , 


г 


#{— 


# = я 


+1 И РЕ 48 
ы . 


— 
р 
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Изменение знака радикала, входящего в эти выра- 
жения, соответствует переходу от сечения № ==0 к 
сечению 9’-=0, и, таким образом, радиус ф есть не 
что иное, Как радиус кривизны второго сечения пара- 
болоида. Поэтому Менье называет г и р „равдиусами 
кривизны“ элемента поверхности, впервые вводя в 
литературу этот термин. Эйлер говорил о „радиусе 
плоского сечения“ 

Далее, Менье, подобно Эйлеру, вычисляет радиус 
кривизны произвольного сечения, проходящего через 
данную точку поверхности, определяя положение этого 
сечения углом ® наклона его к плоскости (и, ч') и 
углом п, образуемым следом сечения на плоскости 
(м', 5') сосью #'. Целесообразность этого выбора па- 
раметров и вышеупомянутое представление поверхности 
с помощью параболоида, отнесенного к надлежаще 
выбранной системе координат, выгодно отличают ра- 
боту Менье от работы Эйлера. Поэтому Менье полу- 
чает результаты, идущие гораздо дальше результатов 
Эйлера. Эйлер, правла, дал, как мы выше видели, 
выражение радиуса ‘любого сечения; но сложность его 
не позволила ему установить закон, данный Менье. 
Он ограничивается указанием на то, что нормальное 
сечение из всех сечений, проходящих через данное 
на поверхности направление, имеет нанбольшую кри- 
визну. Менье ‘же дает прямо выражение для радиуса 
кривизны произвольного сечения: 

В= гряпо 2 27 
Рак рсоя (гр (брак ” 
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Первое из этих выражений уже имеет почти совре- 
менную форму; Дюпену осталось только перевернуть 


дробь, дающую А, чтобы получить + . Второе же 
выражение, если положить в нем и —90°, дает, как 
замечает Менье, формулу Эйлера. Для общего же слу- 
чая оно выражает теорему, и сейчас именуемую тео- 
ремой Менье и формулируемую автором в присущем 
ему геометрическом стиле следующим образом: 

„Всли элемент поверхности пересечь плоскостью, 
перпендикулярной к нему, если, далее, вообразить 
сферу, которая касается этой плоскости н имеет ра- 
диус, равный радиусу кривизны только что упомяну- 
того сечения, и если провести через пересечение се- 
кущей плоскости с касательной плоскостью другую 
произвольную плоскость, то последняя произведет на 
сфере и на элементе поверхности сечения одинаковой 
кривизны“. 


Исходя из этих результатов, Менье разрешает це- 
лый ряд частных вопросов; так, например, он опре- 
‚‹деляет те направления на поверхности, для которых 
Ю—=со, т. е., в современной терминологии, направ= 
ления асимптотических линий поверхности; он опре- 
деляет те поверхности, яля которых /==р, и показы- 
вает, что единственной поверхностью этого рода 
является сфера. 

Уже из приведенного обзора работы Менье, сде- 
ланной, как мы указывали, по идее и под руковод- 
ством Монжа, видно, как отличается стиль новой 
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геометрической школы от стиля предыдущих исслело- 
ваиий. Но, пожалуй, наиболее ярким проявлением 
этого стиля является заключительная часть работы. 
В ней мы отметим бегло исследование линейчатых 
поверхностей, результатом которого является предло- 
жение, что для косой развертывающейся поверхности 
величины г и р имеют различные знаки, а для раз- 
вертывающейся поверхности получается ее общее 
диференциальное уравнение из условия, что одна из 
величин г, р становится бесконечно большой. По- 
дробнее мы хотели бы остановиться на вопросе об 
определении уравнения минимальной“ поверхностн. Как 
мы указывалн, Лагранж получил это уравнение мето- 
дом вариационного исчисления. В соответствии с тен- 
денциями школы Монжа Менье получает его геомет- 
рически. Ход рассуждений Менье можно передать 
следующим образом. 

Пусть элемент поверхности образован поворотом 
элемента окружности АтВ радиуса тО0 = на беско- 
нечно малый угол вокруг некоторой оси НК, распо- 
ложенной на расстоянин р от точки т. Расетояние 
АН оси вращения от хорды АВ обозначим через а. 
Определим площаль элемента поверхности вращения, 
высекаемого двумя бесконечно близкими меридианами 
и двумя перпендикулярными к ним плоскостями 
параллелей, проходящих через точки Аи В. Если 
считать неизменными угол поворота и величину а, то 
эта площадь зависит от формы сегмента АтВ, опре- 
деляемой величиной радиуса г и длиной хорды АВ, 
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которую мы обозначим через 2%. Именно, эта площадь 

пропорциональна в силу „теоремы Гульлина“ ‘произ- 

ведению длины дуги АтВ на расстояние #1 ‘центра 

т тяжести этой дуги до оси НК с 

. в точностью дю бесконечно малых 

высшего порядка, относительно 

| ® эти величины представляются 
следующим образом: 


03 
АтВ=—=20 5’ 
ы у й 2 з 
ог Г. 
Черт. 1. Е! = див К ча 2+ ° 


Таким образом элемент площади с точностью до бес- 
конечно малых высшего порядка пропорционален 
выражению 


2г («—"-+») (2 - я) 
или выражению 


оо °° (7+ 29) ЕЕ г 2а) 


Первая его часть дает первое приближение, незави- 
сящее от ги равное элементу цилиндрической поверх- 
ности, получаемой вращением хорды АВ. Вторая 
часть зависит при постоянных а и ® от кривизны 
вращающейся дуги. С помощью обычного приёма 
диференцироваиия мы найдем, что эта величина’ до- 
стигает своего минимума при х==— а, а так как р 
отличается от а на бесконечно малую величину 
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второго порядка, то мы можем положить р==а и, 
следовательно, 5 р==0. 

Излагая рассуждения Менье, мы несколько отсту- 
пили от хода его выкладок, чтобы оттенить основ- 
ную идею; эта идея затемняется у Менье тем, что 
не видно, какие величины считаются неизменными 
при разыскании минимума. Менье не доказывает 
также и того, что требование, налагаемое им на по 
верхность, влечет за собой выполнение условия, 
характеризующего минимальную поверхность (это 
условие сам Менье высказывает в той же форме, 
в какой его выражаем мы сейчас). В этом сказы- 
вается характерное для всей школы Монжа невнима- 
ние к точности в постановке залачи и склонность 
к замене этой точности художественной аналогией. 
Впрочем, в данном сяучае Менье не сомневается 
в правильности результата, так как он знает лагран- 
жево уравнение минимальной поверхности; это урав- 
нение Менье получает, вводя в соотношение г-|-р==0 
выражения -г и р через первые и вторые частные 
производные. 

Не Менье не только применил новый изящный метод 
к получению ужё известного результата. Он пошел 
и дальше И нашел два частных вида минимальной 
поверхности, которые и сейчас приводятся в качестве 
простейших примеров минимальных поверхностей 
курсах диференциальной геометрии. Один из этих 
видов Менье получил, разыскивая такую минимальную 
поверхность, которая одновременно была бы поверх- 
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ностью вращения. Это приводит Менье к обыкновен- 
ному дифёренциальному уравнению, интеграция кото- 
рого дает уравнение цепной линни. Таким образом 
Менье получил катенонд. Вторую минимальную поверх- 
ность Менье получает, замечая, что уравиенне мини- 
мальной поверхности 


г (1 + 42) Е (14 Р*) — 28—06 


будет удовлетворено, ` если будут совместно удовле- 
творены два Уравнения: 


г-Ё-=0 


р в 2рд5 =0. 


Из работ Монжа (см. & Х печатаемой здесь его ра- 
боты) Менье знает, что второе из этих уравнений 
представляет поверхность, образованную движением 
прямой, остающейся параллельной плоскости незави- 
симых переменных. Используя, далее, первое из при- 
веденных уравнений, Менье приходит к тому выводу, 
`что искомая поверхность является геликоидом. 

Таким образом 'Менье принадлежит честь откры- 
тия первых двух иетривнальных ТИиНОов минимальных 
поверхностей. 

Но, как ни важны и ни интересны эти исследова- 
ния по теорни“` минимальных поверхностей, главное 
историческое значение работы Менье состоит в том, 
что в ней впервые после Эйлера делается новый шаг 
вперед в деле нзучения кривизны поверхности. 
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Слелующий шаг в этом направлении принадлежит 
самому Монжу. Мы имеем в виду установление связи 
между двумя свойствами главных направлений, одно 
из которых состоит в том, что плоские сечения через 
эти направления дают экстремальные величины кри- 
визи плоских сечений — это свойство было изучено 
Эйлером и Менье; другое — в том, что эти направле- 
ния являются направлениями линий кривизны, т. е. 
линий, вдоль которых нормали образуют развертыва- 
ющиеся поверхности. Эта связь была установлена 
Монжем в работе, чрезвычайно богатой идеями, далеко 
выходящими за пределы указанного сравнительно эле- 
ментарного вопроса теории поверхностей. 

Тем удивительнее, что эта работа не нашла себе 
должного внимання со стороны историков математики. 
О ней, например, ни единым словом не упоминается 
в четвертом томе „Истории математики“ Кантора, 
охватывающем ‘сорокалетие. (1759—1799) и содер- 
жащем 1100 страниц! О имей ничего не говорится 
в более краткой, но насыщениой фактическим ма- 
териалом, книге такого. эрудита, как Видейтнер1. 
Ук‘зание на нее я видел лишь в цитированной выше 
работе Стройка, но там о ней написано всего восемь 
строчек. Между тем этот мемуар заслуживает боль- 
шего внимания, как будет видно из слелующего его 
обзора. 


Е Е п ее аа 
АН. Ушейлег, СезсысШе 4ег Маешанк, П Тей, Ц На- 
Ве, 1921 {Зашийите Зенибег СХТУ). 
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Работа, о которой мы говорим, появилась в 1784 г. 
под заглавием: „Мётойе зиг 1а 6ойе 4ез 46 а1$ е 
тета!“ 3. Перевод, этого названия вызывает терми- 
нологические затруднения. Слово Ча! означает на 
техническом языке место, откуда берется земля для 
лтереноски в другое место; это последнее называется 
тета. Таким образом в вольной передаче можно 
было бы перевести заглавие работы Монжа так: 
„Мемуар, относящийся к теории транспортирования 
земляной массы“. 

Ставящаяся в нем проблема, несомненно, навеяна 
практикой, хотя, как мы увидим, ни постановка 
вопроса, ни его решение не могут иметь никакого 
значения для перевозки земли. 

Даны две замкнутые поверхности, ограничивающие 
равные объемы. Представим себе, что землю, содер- 
жащуюся в первом из них (4621$), нужно перенести 
во второй (тет а:) и что каждая „молекула“ земли 
перенобится отдельно от других. По каким путям 
нужно перемещать молекулы, чтобы общая стоимость 
перевозки земли была наименьшей, и какова эта 
минимальная стоимость? 

Такой вопрос ставит Монж. При этом он предпола= 
гает, что плотность земли повсюду постоянна и стои- 
мость перевозки пропорциональна произведению пе- 
ревозимой массы на длину пути; он совершение 


< Мётонез 4ез @уегв зауапз, 1781 (этот `том вышел 
в 1784 г.). 
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отвлекается также от затруднений, могуших возник- 
нуть в связи с неудобствами того или иного пути. 

Очевидно, что при этих предпосылках каждая мо- 
лекула должна перемещаться по прямолинейной тра- 
ектории. Нетрудно также ноказать, что если какая-либо 
частица А первого объема перемещается в точку А; 
второго объема, то все частицы, расположенные в 
первом объеме на прямой АА;, должны перемещаться 
вдоль той же прямой АА,. Задача сводится поэтому 
к разысканию такой системы прямых, чтобы 1) через 
каждую точку пространства О занимаемого первым 
объемом, проходила бы одна ий только одна прямая 
семейства; 2) каждая из этих прямых имела бы часть 
(или точку), принадлежащую пространству Ю, занима- 
емому вторым Юбъемом; 3) чтобы объемы высекаемые 
какой-нибудь лииейчатой ‘поверхностью из тел Ди К, 
были равны между собой (так как внутри их должны 
поместиться одни и те же массы замли) и, наконен, 
4) чтобы интеграл [[[(р) г\49, где г — расстояние 
между соответствующими точками пространств В 
и А, а 4о— элемент объема Ю, имел минималЬ- 
ное значение. 


При этом каждые две соответствующие точки объе- 
мов Ди ЕЮ должны лежать на какой-нибуль из пря- 
мых искомой системы. Нетрудно видеть, что закон 
точечного соответствия между точками, лежаними на 
одной из прямых искомого семейства, не имеет значе- 
ния, так как стоимость перевозки одиа и та же при 
любом законе соответствия. Таким образом все дело 


64 м. я выголский 


сводится к определению системы прямых, удовлетво- 
ряющих указанным четырем свойствам. 

Монж сначала решает аналогичиую задачу для 
плоских контуров равной площади. Тогда все тре- 
бования остаются в силе; только в третьем вместо 
линейчатой поверхности, очевидно, нужно рассмат- 
ривать часть плоскости, ограниченную двумя прямыми 
системы. 

Наша система тогда есть семейство прямых, завися- 
шее от одного параметра. Написав его уравнение в 
виде'у=ах--65, мы должны, следовательно, опреде- 
лить $ в такой функции а, чтобы наши требования 
удовлетворялись. Нетрудно видеть, что в этом случае 
условие 4) вовсе излишне, так как решение дается 
уже первыми тремя. В самом деле, элементарные пло- 
щади, вырезываемые из площади Ди из площади К. 
двумя бесконечно близкими прямыми, определяются 
через а, 6, 4а, 46. Приравинвая их выражения, мы 
получаем обыкновенное диференциальиое уравнение, 
интеграл которого содержит одну произвольную по- 
стоянную. Величину послелней можно определить из 
условия, чтобы та прямая семейства, которая касается 
контура 0), касалась бы и контура Ю; выполнение того 
же условия для другой общей касательной обеспечи- 
вается само собой равеиством площадей. 

Этим заканчивается первая часть работы Монжа, 
в передаче которой. мы позволили себе некоторые 
вольности, сохраняя, однако, руководящую линию ее 
развития. 
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Разумеется, уже для этого случая получение реше- 
ния наталкивается на огромные трудности, связанные 
с интегрированием диференциального уравнения. Разу- 
меется. Монж совершенно не останавливается на тон- 
ких теоретических вопросах, как, например, на вопросе 
о возможности и однозначности решения. Но, во всяком 
случае, мы имеем здесь гениально простой план решения 
задачи, который с помощью общего метода варма- 
ционного исчисления было бы затруднительно получить. 

И вот Монж переходит ко второй части задачи, но 
„решению“ ее он предпосылает пелый ряд общих по- 
нятий и теорем, которые, несомненно, возникли у него 
в связи с поисками ответа на основной вопрос мемуара. 

Монж начинает с рассмотрения общего случая си- 
стемы прямых в пространетве; в соответствии с усло- 
вием задачи эта система теперь должна зависеть от 
лвух параметров, т.’е., выражаясь на современнном 
языке, представлять собой прямолинейную конгруэнцию. 
Первое, что устанавливает Монж, это то, что два бес- 
конечно близкие луча конгруэнции, вообще говоря, 
не пересекаются друг .с другом. Далее, он аналитически. 
выводит условие пересечения двух бесконечио близких 
лучей и устанавливает, что для данного луча’ суще- 
ствует два ‘направления, удовлетворяющих этому усло- 
вию. Таким образом среди всех линейчатых поверх- 
ностей, образованных прямыми конгрузнции, имеется 
только два семейства развертывающихся поверхностей. 
Они разбивают пространство на элементарные беско- 
нечно длинные призматические тела, грани которых, 


5 г. Монж 
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вообще говоря, не ортогональны друг к другу. Далее, 
Монж рассматривает тот исключительный случай, когда 
эта ортогенальность имеет место, и находит замечатель- 
ный результат, что в этом и только в этом случае 
существуют поверхности, ортогональные ко всем лучам 
конгруэнции. Для каждой из них, таким образом, лучи 
‘конгруэнции служат нормалями. Отсюда вытекает, чт 
линии’ пересечения развертывающихся поверхностей с 
нормальной поверхностью . обладают замечательным 
свойством: они образуют ортогональную сеть тех ли; 
ний, вдоль которых нормали образуют развертываю- 
щуюся поверхность. Эти линии Монж называет лини“ 
ями кривизны — название, которым их обозначают 
и поныне. 

Термин этот введен Монжем с полным основанием, 
ибо вслел за вышеизложенным он ставит себе задачей 
определить длину нормали. от точки ее пересечения с 
поверхностью до точки ‘ее “пересечения с одной и3З 
двух бесконечно близких нормалей, ее пересекающих. 
В результате вычисления получается велнчина, совпа= 
дающая с. величиной радиуса кривизны того плоской 
сечения, которое прбходит через взятое на поверх 
ности направление линии кривизны. 

Так впервые были введены в рассмотрение линий 
кривизны. 

Обратимся, однако, к вопросу о транспортирований 
земли, к которому Монж` возвращается после изложе 
иия вышеуказанных замечательных результатов. Совер 
шенно очевидно, что для трехмериой задачи пера 
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три условия недостаточны для получения однознач- 
ного решения, так как из четырех параметров прямой 
в пространстве два должны быть зайдены в функции 
двух других, между тем как условие 3) дает только 
одно уравнение. Необходимо, следовательно, прямое 
использование условия 4). И вот Монж утверждает, что 
решенаде задачи дается такой системой лучей, которые 
допускают построение нормальных поверхностей. 

Это утверждение Монж обосновывает тем, что, как 
было им показано, элементарные призмы являются 
при этом прямоугольными и Что „именио при этих 
углах элементарные проетранства, заключенные между 
четырьмя развертываюшимися поверхностями, будут 
ббльшими, и при равенстве расстояний будет большей 
транспортируемая масса“. 

Это все, что сказано в пользу справедливости пред- 
ложения. Мотивировка эта, как мы видим, основана 
на простой аналогии (например с задачей на опреде- 
ление параллелограма наиболышей площали), и притом 
аналогии весьма туманной, так как в случае площади 
параллелограма добавочным условием является неизмен- 
ность длины сторон; в нашей же задаче никакого ана- 
логичного условия нельзя установить. 

Таким образом та задача, которая послужила по- 
водом для установления фундаментальных результатов, 
сама оказывается решенной неудовлетворительно. 

И тем не менее результат Монжа верен! Конгруэн-. 
ция, решающая задачу Монжа, действительно является 
нормальной конигруэниией. Однако прошло сто лет со 
5* 
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времени опубликования работы Монжа, пока это прел- 
ложение было доказано! Доказательство почти одно- 
временно было дано двумя авторами: Сен-Жерменом ! 
и Апиелем?. Они же подвергли разбору те трудности. 
с которыми связано окончательное решение задачи. 
Эти трудности возникают в связи с вопросом о том, 
каковыми должны быть начальные условия и в каком 
случае они определяют однозначно нормальную кон- 
груэнцию, удовлетворяющую требованиям задачи. Мы 
не можем касаться этих вопросов и отсылаем интере- 
сующихся к прекрасному реферату Алпеля 3, кратко и 
ясно излагающему современнсе состояние вопроса. 

Данный выше обзор работы Монжа приводит нас 
к ряду выводов. Перед нами раскрывается лаборато- 
рия творческой мысли великого геометра. Мы видим, 
как проблема, внушенная чисто практической задачей, 
перерастает в. интереснейнгую абстрактную задачу, не 
находящую, правда, непосредственного` практического 
‘применения к породившему ее вопросу, но ведущую к 
установлению иовых понятий и методов, которые дол- 
жны найтн себе иное применение. И действительно; 

иди ——— 

+ Аде $. Сегтате, Ёнаез зиг 1е ргоМёте 4ез 46Ыаз ©} 
тет а!5. Ехнан Чез Мётоцез Че Г’Асадёпие пабопще @4е 
Саеп, 1886. 

зрР. Аррей, Мётоне зиг 1ез аа еЁ тета 4ез уз 
42тпез сопЧпиез еЁ @1зсопйпиез, Мётошез Чез зау. 6. 
2 зёпе, № 29, 3-ше шетфне. 

зрР. Аррей, 1е рго6те ‘рботё ие Чез 461$ ©! ге 
аз, Мёшона]з дез зФепсез таёшанаиез, ХХУП, 1928. 
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ученик Монжа Малюс использовал эти понятия и 
метолы для решения одной оптической задачи, а сам 
Монж применил их к теории сооружения сводов (см. 
раздел.5 5 ХУГи разделы 10—11 $ ХУ! этой работы). 

Далее, мы поражаемся силе“ интуиции, указавшей 
Монжу пути к получению результата и позволившей 
правильно предсказать нетривиальный результат, для 
доказательства которого он не располагал никакими 
средствами. 

Наконец, мы видим, что полтора столетия, отделя- 
ющие наше время`от эпохи Монжа, не лишили-работ 
Монжа актуальности. Мы‘ убеждаемся, что и совре- 
менный математик может почерпнуть у Монжа новые 
идеи и проблемы. 

Мы познакомили читателя лишь с первыми двумя 
геометрическими работами Монжа. В последующих своих 
работах Монж продвинулся очень далеко по пути, на- 
меченному уже в этих первых работах. Так, он по- 
лучил общее решение задачи о минимальных поверх- 
ностях; даваемый этим решением результат отличается 
полной общностью, хотя процесс его получения и не 
может быть: признан вполне строгим. Далее, Монж 
изучил целый ряд классов поверхностей, определяемых 
инфинитезимальными свойствами элемента поверхности, 
он связал это изучение с ‘исследованием интегралов 
уравнений частных производных, он создал на чисто 
геометрическом пути теорию характеристик, положен- 
ную им в основу общего метода интегрирования урав- 
нений с частными производными, Монж первый ввел 
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в рассмотрение мнимые поверхности и изучил лежа- 
щие на них вещественные линии. Ои ввел в рассмот- 
рение поверхности цеитров кривизны... Это — беглый и 
очень неполный перечень результатов и методов Монжа, 
но уже из него видно, какой огромный интерес пред- 
ставляет деятельность великого геометра. 

Нам нет, однако, необходимости излагать содержа- 
ние позднейших работ Монжа, так как те из них, ко- 
торые были опубликованы в промежутке межлу 1785 
и 1805 гг., и многие другие работы, прежде вовсе не 
бывшие опубликованными, вошли в ту работу, кото- 
рая здесь предлагается вниманию читателя. Из того, 
что выше было сказано, ясно, что „Нриложение ана- 
лиза к геометрии“ представляет собой не только клас- 
сический исторический документ, но и сочинение, в 
котором и поныне, не.мотря. на то, что большинство 
содержащихся в нем результатов стали общеизвест- 
ными, можно найти немало идей и проблем, имеющих 
актуальный интерес.,Вот почему эта работа, впервые 
появляющаяся сейчас в русском переводе, может быть 
горячо рекомендована как учащемуся, так и творче- 
скому математику, не говоря уже о людях, специально 
интересующихся историей развития современной 
геометрии 1. 


+ О влиянии этой работы Монжа на последующее разви- 
тие диференциальной геометрии см. в цитированной выше 
работе Стройка, 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 
АНАЛИЗА 


ГЕОМЕТРИИ 


$1 
О КАСАТЕЛЬНЫХ ПЛОСКОСТЯХ И НОРМАЛЯХ 
К КРИВЫМ ПОВЕРХНОСТЯМ. 

„Дано уравнение кривой поверхности, и на этой 
поверхности взята произвольная точка’ найти: 
1) уравнение касательной плоскости к позерхно- 
сти в этой точке, 2) уравнения нормали к поверх- 
ности в той же точке. 

1. Пусть М==0 есть уравнение данной кривой 
поверхности; продиференцировав его, получим урав- 
нение следующего вида: 


ре (@=) ах + (1), 


=) (“) 
в ко количества ( — ее висящие 
тором ( д=) " (ду), зависящие от 


х, у, 2, являются коэфициентами при 4х и 4у ввы- 
ражении для 42. Так как из уравнения М==0 можно 
определить, выражение 2 через х и у, то можно 
всегда считать, что это выражение подставлено 


Аг 42 
вместо 2 в количества ах И ау , полученные 
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диференцированием, т е. что эти количества явля- 
ются известными функциями хи у. 

Пусть далее х’ у, 2’ — координаты точки, произ- 
вольно взятой иа поверхности; уравнение М==0 бу- 
дет удовлетворяться этими значениями координат; 
кроме того, мы будем иметь также уравнение: 


а — (> 2) ах + (=, ду, 


(274 а 
в котором количества (=) и (7) составлены из жи 


< 


тем же способом, каким количества (1 =) (= =.) 


составлены из хи у. 
° Пусть, наконец, Ах-- Ву + Сё-4- р==0 есть ис- 
комое уравнение касательной плоскости. 

Величину В мы определим из условия, что плос- 
кость должна пройти через-данную точку, что даст: 
А(х— х!) + В(у— у) С(2— 2) =0. 

Что касается трех других коэфициентов А, В, С, из 
которых лишь два необходимы*)1, то мы их определим 
из условия, что плоскость должна быть касательной 
к поверхности в данной точке. Но плоскость будет 
касательной, если взятая на плоскости точка, бес- 
конечно близкая к ланной, в каком бы направлении 
она ни была взята, находится также на кривой по- 
верхности, т. е. если диференциальное уравнение 


1 Звездочка указывает на наличие примечания в коммен» 
тариях позади текста. — Прим. ред. 
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плоскости, взятое для точки с координатами я", у, г', 
тождественно © диференциальным уравнением поверх- 
ности, взятым для той же точки. Но для той же 
касательной плоскости, при постоянстве координат 
х', У, 2' общий вид диференциального уравнения есть 
дах --Вау-|- Саг==0; для даиной же точки имеем: 
Аах' -|- Вау - Саг! —0; 
диференциальное ’уравнеиие кривой поверхности 
в той же точке есть 


:) и") 

‚(42 Е Г 

42 — (15 ах ау ву. 

Итак, два последних уравнения должны быть тожле- 


ственны, каковы бы ни были значения 4 и ау’, кото- 
рые произвольны. и будем иметь: 


=- (4). &=—( 


и таким а искомое уравнение касательной пло- 
скости будет: 


= 4) (=) +0—5) (&) 


2. Так как нормаль перпеидикулярна к касательной 
плоскости и должна проходить через точку, даниую 
на поверхности, то ее уравнения будут найдены из 
уравнения касательной плоскости по формулам стр. 90 
первой части*); оии булут иметь следующий вид: 


х— м + (=— =) - 50; 
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Инлдче. Всли мы представим себе сферу, центй 
которой находится в рассматриваемой точке на кривой 
поверхности и радиус которой а, то уравнение по- 
верхности этой сферы будет: 


ие. 


Если затем мы представим себе, что центр движется 
по кривой поверхности в. любом направлении и пре 
бегает бесконечно малую дугу некоторой кривой, то пое 
верхность новой сферы пересечет поверхность первой 
сферы по окружности круга, плоскость которого бу- 
дет перпендикулярна к дуге, пробегаемой центром, 
и нормальна к кривой поверхности. Для всех точек 
этой окружности координаты Хх, у, 2 не претерпе- 
вают изменеиия, несмотря на то, что координаты 
цеитра х’, У, 2’ изменили свою величину. Поэтому 
если продиференнировать уравнение поверхности пер“ 
вой сферы, рассматривая х, у, г как постоянные 
и изменяя х’, у’, 2', то полученное- уравнение будет 
верно только для тех точек сферической поверхности, 
которые лежат на окружиости круга, служащего пе» 
ресечеиием двух последовательных сфер. Так как эте 
второе уравнение выделяет на поверхности сферы 
точки, лежащие на окружности круга, то оно пред» 
ставляет собою не чтд иное, как уравнение плоско- 
сти этого круга, ‘т. е. уравнение плоскости, нормаль- 
ной к кривой поверхности и проведенной через 
центр сферы; положение этой плоскости зависит от 
направления движения центра по кривой поверхности, 
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Если мы проделаем эту операцию дважды, давая дви- 
жению центра два различиых направления, то полу- 
чим уравнения двух плоскостёй, проведенных через 
одну и ту же точку и нормальных к поверхиости; 
своим пересечением они определят нормаль. 

Так как направления движений центра произвольны, 
то можно предположить, что одно из них располо- 
жено в сечении, перпендикулярном ку, И ДЛЯ по 
у! будет постояниым, а что второе расположено в се- 
чении, пернендикулярном к х, и для него х’ будет 
постоянным*), Итак, если, рассматривая х, у, 2 как 
постоянные, диференцировать уравиение поверхности 
сферы, сиачала изменяя только х”, а затем измеияя 
только У, тб полученные два уравнения 


хм (2—2!) ме = 0, 


у—У- (2—2) (=) —0 


будут уравнениями двух нормальных плоскостей, со- 
ответственио перпеидикулярных плоскостям х, 2 и у, 2; 
следовательно, это будут. уравнения проекций нор- 
мали на этой плобкости, что совпадает с тем, что 
было нами уже найдено. 

ЕщЕ иначе. Если диференцировать уравнение 
поверхности сферы, рассматривая х, у, 2 как по- 
стоянные и подставляя вместо 42 его выражение, 
получаемое из 


4 == (42. ами (= ау, 
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то получим уравнение: 
ое] + 
а [уфе (=) = 


являющееся уравнением плоскости, нормальной к по- 
верхности; положение этой плоскости зависит от зна- 
а у 

чения р ‚ определяющего направление движения цент- 
ра сферы. Если мы представим себе, что центр движется 
в другом направлении, бескозгечно мало отличающемся 
а г 

Е испытывает [бес- 
конечно малое] изменение*), тб мы получим другую нор- 
мальную плоскость, отличную от первой, которая пе- 
ресечет первую по искомой нормали. Точки нормали 
суть, следовательно, те точки, координаты которых 
Хх, У, 2 не изменяются, когда в уравчении плоскости 


от первого, т. е. что количество 


ь ау’ 
меняется количество а . Следовательио, если дифе- 


ренцировать уравнение плоскости, изменяя только 


/ 


а 
о то полученное уравнение будет удовлетворяться 


координатами только тех точек’ иормальной плоско- 
сти, которые принадлежат самой нормаци и являются 
общими для двух последовательных нормальных пло- 
скостей. Но, выполняя это диференцирование, мы 
имеем уравнение: 


у 47 
У—У-е—2) (1) =0 
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и, следовательно, 


хм (2—2 


42 
че.) —0; 


последние два уравиеиия принадлежат, следовательно, 
искомой нормали *). 


п 


О ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ПОВЕРХНОСТЯХ. 
Найти общее уравнение цилиндрических поверх- 
ностей, т. е. выразить, ито кривая поверхность 
образована движением прямой, которая постоянно 
параллельна некоторой данной прямой. 


ПЕРВЫЙ СПОСОБ, ОСНОВАННЫЙ НА РАССМОТРЕ- 
НИИ КАСАТЕЛЬНОЙ ПЛОСКОСТИ. 


1. Одним из свойств, характеризующих цилиндри- 
ческую поверхность, является то, что касательная 
плоскость к поверхности в любой ее точке парал- 
лельна образующей прямой. 

Пусть х==аг, у==62 — даиные уравнения той про- 
ведениой через иачало прямой, которой образую-. 
щая должна быть всегда Параллельна. Мы видели, что 
если х’, У, 2’ координаты точки касания, то общее 
уравнение касательной плоскости к кривой поверхно- 
сти имеет вид: 


ги (к— +) (4) +0—5 (47). 


Следовательно, остается только ‚выразить, что эта 
плоск сть параллельна даиной прямой. Условие парал- 


80 ГАСПАР МОНЖ 


лельности будет выполнеие, если плоскость, парал- 
лельная касательной плоскости и проходящая через на- 
чало, пройдет через даииую прямую. Но уравнение этой 
плоскости после ее перенесения в начало имеет вид: 


2) +2 (47): 


для того чтобы эта плоскость проходила через пря- 
мую, доджно быты 


‚-«@) +); в 


слеловательио, это последнее уравнение выражает, 
что поверхность является цилиндрической; при этом 
ничего не устанавливается о природе кривой, служа- 
щей основанием и направляющей движение образую- 
щей прямой. Эта кривая может быть непрерывной, 
а может и не быть*). 


ВТОРОЙ. СПОСОБ, ОСНОВАИНЫЙ НА ДВИЖЕНИИ 
ОВРАЗУЮЩЕЙ ПРЯМОЙ. 

2. Так как образующая должна быть всегда парал- 

лельна. даиной прямой, то мы будем иметь для нее 


уравнения: 

Хх —= а __ 

у==6=- В, 
в которых. количества @ и $ постояины, каково бы 
ни было положение образующей, а а и В, являю- 
щиеся постояиными для одиого и того же положения 
образующей, изменяются, когда образующая перехо- 
дит из одного положения в другое. Поэтому - для 


(Е) 
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всей цилиндрической поверхности, когда рассматрн- 
ваемая точка меняет положение на поверхности, оста- 
ваясь на одной и той же образующей прямой, два 
количества а и `В или соответственно равные им 
х—а2, у— 62 являются оба постояниыми; если же 
точка движется таким образом, что перехолит с од- 
ного положения образующей иа другое, то оба эти 
количества изменяются. Следовательно, оба эти коди- 
чества являются одновременно постоянными и одио- 
временио переменными; следовательно, оии будут 
фуикаиями одно другого, и, следовательно, общее 
уравиение нилиндрических поверхностей будет: 


у— 62—95 (х— а), 


где ф обозначает некоторую функцию `количества 
х-— аг. 

Вид этой фуикции, т. е. способ, при помощи ко- 
торого . колнчество х— а2 входит во вторую масть 
уравнения, зависит от природы кривой, которая на- 
правляет движение образующей прямой. Эта функция 
может или неможет быть представлена зиалитически, 
сообразно тому, будет или не будет непрерывной 
соответствующая кривая *). Из предыдуш го хледует, 
что образующая прямая имеет уравнения: 


х—аг=—а, 
У— 62== а, 
где а есть количество, определяющее положение 


этой прямой. 
6 г. монж. 
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+ 


Найти уравнение иилиндрической поверхности, 
зная направление образующей, и уравнения кривой 
двоякой кривизны, которая направляет ее движение. 

3. Очевидно, что задача состднт в том, чтобы оп- 
ределить в общем уравнении цилиндрических поверх- 
ностей вид функции ф так, чтобы это уравнение 
обратилоь в уравнение рассматриваемой нами инди- 
видуальной поверхности. Пусть Р(х, у, 2) =0 и 
1(х, у, 2) = 0-— два данных уравиеиия кривой двоя- 
кой кривизны, в которых Р, } обозначают ‘известные 
функции трех, количеств х, у, г. 

Так как образующая во всех своих положениях 
должна проходить ‘через данную кривую, то четыре 


уравнения 
В(х, у, 2) ==0, 


бов у, 2) == 0, 
х—а2—а, 
у—82=8. 


должйы иметь место одновременно, каково бы ни 
было значение а. Следовательно, если “исключить из 
этих четырех уравнений три количества х, у.2, то 
получим между @ и ча одно уравнение, которое мы 
представим так: (а, фа) ==0; из этого ‚уравнения мы 
определим фа! через а; иначе говоря, мы ‘определим 
вид функции ф, то-есть способ; при помощи кото- 
рого она составлена из количества, входящего под 
ее знак. | 
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Полставив вместо а и ‹а их значения, получим 
искомое уравнение индивидуальной цилиндрической 
поверхности: 

1(х.— 42, у— 652) =9, 


где функция { имеет тот же вид, что и функция 
предыдущего уравнения между количествами а и фа. 


к 


Зная направление образующей, найти уравнение 
цилиндрической ‘поверхности; которая  вгиба. т 
данную кривую поверхность. 

4. Искомая цилиндрическая поверхность ‘и данная 
поверхность касаются друг друга по некоторой кри- 
вой двоякой кривизны, и достаточио определить урав- 
нения этой кривой: так как цилиндрическая, поверх- 
ность должна пройти через эту кривую, то задача 
‘тогда сведется к предылущей, Но для всех точек 
этой кривой касательная плоскость к данной поверх- 
ности должна совпадать с касательной плоскостью 
к цилиндрической поверхности. | 

Пусть 2 (х, у, г) —=0 — уравнение данной п®верхно- 
сти; если мы посредством дифёренцирования определим 


и 


# 
значения, (&) и че) и затем подставим ‘эти зна- 


чения в диференциальное ‘уравнение цилиндрических 


поверхностей «(<= =)-ь 1, то’ мы получим 
одно уравиение Их, у, =) =0 в переменных х, у, г, 
которое будет принадлежать кривой касания; и так 
6* 
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как эта’ кривая Должна лежать также и на данной по- 
верхности, то отеюда следует, что ев. уравнения будут: 


Е(х, у, 2) =0, 
Е(х, у, г) == 0. 


Следовательно, поступая с этими двумя уравнениями 
так же, как и в предыдущем случае, получим уравнение: 
Е(х— 22, у— 22) =0, 
принадлежащее искомой индивидуальной цилиндри- 

ческой поверхности. 
Предположим, что, диференцируя уравнение данной 
поверхности, мы получили: 


хах- Уау + 242 -=0, 
что дает: 


®—©®. ®--6) 


подставляя эти значения в Диференциальное уравне- 
ние цилиндрических поверхностей, имеем уравнение: 


аХ-ЕРУ-- 2 ==0, 
которое принадлежит линии касания. 

Если образующая параллельна оси 2, имеем а==0 
в—0, и уравнение кривой касания сведется к сле- 
дующему: Ё==0. Исключая 2 из этого последнего 
уравнения и уравнения данной ‘ поверхности, будем 
иметь уравнение проекции линии касания на’ плос- 
кость, перпендикулярную к 2, т. е., следовательно, 
уравнение кривой, ограничивающей проекцию поверх- 
ности на ту же плоскость. 
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Точно так же, если образующая параллелрна оси 
х, имеем а—со, и уравнение кривой касания све: 
дется к Х-—=0. Исключая х из этого уравнения и 
уравнения данной поверхности, будем ‘иметь уравнение 
проекции этой кривой на плоскость, перпендику- 
лярную к оси х, и, следовательно, уравнение кривой, 
ограничивающей проекцию поверхности на эту же 
плоскоеть. 

Наконец, подобным же образом исключая у из 
уравнения У—0 и уравнения данной поверхности, 
получим уравнение кривой, которая ограничивает проек- 
цию поверхности на плоскость, перпендикулярную ку. 


УШ 
О КОНИЧЕСКИХ ПОВЕРХНОСТЯХ. 


Найти общее уравнение конических поверхностей, 
т. е. выразить, что кривая поверхность образована 
Овижением прямой, которая ‘постоянно. прохобйт 
через данную тоику, какова бы ни была кривая, 
направляющая движение образующей. 


ПЕРВЫЙ СПОСОБ, ОСНОВАНИЫЙ На РАССМОТРЕ- 
НИИ КАСАТЕЛЬИОЙ ПЛОСКОСТИ. 
! 


1. Одним из общих свойетв конических поверхно- 
стей, не зависящим от природы кривой, которая на- 
правляет образующую, является. то, что касательная 
плоскость всегда проходит через вершнну. Пусть 
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а, 6,`с — известные координаты вершины; мы видели, 
что если’ х’, у, 2'— координаты точки касания, то 
общее уравнение кёсательной плоскости имеет вид; 


ги) (4%. +6—5) “"). 


Эта плоскость пройдет через вершину, если, пола- 
гая в этом уравнении х=а, у=ё, мы получим 
2==6,'Т. е. если нмеем: 


—2 = (@— +6 — >) (4=,). (Е) 


Следовательно, это последнее уравнение, в котором 
постоянные а,ё,с суть координаты’ вершины, выра- 
жает, что кривая поверхность является конической; 
при этом ничего не устанавливается о природе кри- 
вой, которая служибг основанием и которая может 
быть непрерывной, а может и не быть*). 


ВторРОЙ СПОСОБ ОСНОВАИНЫЙ НА ПВИЖЕНИИ 
ОВРА УЮЩЕЙ ПРЯМОЙ. 
2. Так как образующая должна постоянно прохо- 


дить через вершину, то уравнения ее. будут: 
х—@а=а(2— с), 
т ь 
У—6=В (2—6); 


в этих уравнениях три количества а, бус, являющиеся 
координатами вершины, постоянны, каково бы 
ни было положение образующей; количества. же 
ан В, постоянные для одного и того же положения 
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образующей, меняются при переходе образующей 
из одного положения в другое. 

Таким образом для любой конической поверхно- 
сти, когда рассматриваемая точка меняет положение 
на поверхности, оставаясь на одной и‘той же обра- 
зующей прямой, два количества & и В`или равные им 
х—а у—Ь 
ен з— с Являются оба постоянными; если же 
точка движется так, что переходит с одного положе- 
ния образующей на другое, то оба эти количества 
изменяются. 

Итак, для конических пОвЕрхНОетЯ два количества 
х—а —: 
НЕ 
одновременно переменными: следовательно, они явля- 
ются функциями. одно другого, и общее уравнение 


‚конических поверхностей имеет вид: 


[2 
ЯВЛЯЮТСЯ одновременно ПОООНН или 


у ха 
ый , 


2—с ф 2—с 


где ф обозначает произвольную функцию. 

Вид этой функции зависит от природы кривой, ко- 
торая служит осибванием поверхности и направляет дви- 
жение образующей. Эта функция может или‘не может 
быть представлена аналитически сообразно тому, будет 
или не ’будет непрерывной соответствующая кривая *). 

`Мы увидим впоследствии, что два уравнения, ко- 
торые только что были нами найдены, обладают оди- 
наковой степенью общности н что одно из них явля- 
ется полным интегралом другого **). 
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Из изложенного следует, что уравнения образую: 
щей имеют вид: р 
ха _ „суб 
ВР а 
где @ — параметр, от`изменения которого . зависит дви- 
жение образующей. 
* 


Даны координаты вершины и уравнения кривой 
двоякой кривизны, которая. направляет движение 
образующей, Найти уравнение пндивидуальной ко- 
нической поверхности. 

‚3: Задача сводится, очевидно, к тому, чтобы опре- 
делить в общем уравнёнии конических поверхно- 
стей, каков должен быть Вид функции $; для того 
чтобы. ‘поверхность прошла через данную кривую. . 

Пусть Р(х, у, 2) =0. и Х(х, у, 2) =0 — уравнения 
данной кривой двоякой кривизны;так как образующая 
во всех своих положениях должна пёресекать эту 
кривую, то четыре уравнения й 


и А = 
Е(х, у, 2) ==0, /(х, у, 2) =—0, а, - с =фа 


должны иметь место одновременно, каково бы ни 
`было значение а. Следовательно, если исключить из 
этих четырех уравнений три количества х, у, 2, то по- 
лучим одно уравнение между @ и фа, котьрое мы 
представим в виде: 

(а, фа) = 0 


и которое должно удовлетворяться при всяком зна- 
чении а; это уравнение дает возможность определить 
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вид функции $, т. ‹. ‚определить, каким. образом эта 
функция составлена из количества 2. Подставим вместо 
а и фа их значения; тогда очевмдно, что уравнение 
искомой индивидуальной конической поверхности будет: 
х—а —й 
ЕЕ, <) =0. 


#—с #—С 
# 


Даны: ‘координаты вершины, найти уравнение 
индивидуальной конической поверхности, опасанной 
вокруг`данной кривой поверхности. 


4. Так как данная поверхность и искомая кони- 
ческая - поверхность доджны касаться друг друга вдоль 
некоторой кривой двоякой кривизны, то достаточно 
найти уравнения этой кривой; так как коническая по-, 
верхность должна проходить через эту кривую, то 
залача будет таким образом сведена к предыдущей. 
Но во всех точках кривой касания обе поверхности . 
имеют одну и ту же. касательную плоскость; следо- 
вательно, для всех этих точек ЗИВУНИЯ: ( =) и | я) ь 
полученные из уравнений обеих поверхностей, должны 
быть одни и те же. Пусть Р(х, у,2) =0 — уравнение 
ланной поверхности; если, найдя при помощи дифе- 


ы 4 
ренцирования значения = ) и ( а ) ‚ мы подставим их 
вдиференциальное ре конических поверхностей: 
не +0—8 (== =), 


то мы получим уравнение Ах, У, г) =0, в переменных 
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х,у, 2, которое будет принадлежать кривой касания 
обеих поверхностей; а так как эта кривая должна нахо- 
диться на данной поверхности. то ее уравнения будут: 


Е(х, У, 2) =0 и Х(х,у, 2) =0. 


Поступая с этими уравнениями так же, как в пре- 
дыдущей задаче, получим уравнение нскомой инди- 
видуальной конической поверхности: | 


Если вершина конуса есть светящаяся точка, то 
кривая касания, лежащая на данной поверхности, урав- 
нения которой нами были только что найдены, отде- 
ляет освещенную часть поверхности от неосвещенной. 

Если вершина конуса находится в нашем глазу, тб 
кривая касания есть линия ‘контура, которым поверх= 
ность кажется ограниченной глазу, находящемуся | 
вершине конуса. 

Если поверхность, вокруг которой коническая по- 
вёрхность должна быть описана, есть поверхность 
второй степени, то уравнение ее имеет вид: 


Ах +- Вуз + С2* -- 
-- 2Буг-{ 2Ехё + 2Еху-|- 1-=К; 
+ 26х + 2Ну {2/2 


оно даст: 
(=) = Ах - Ру + Её + 4 
ах) ^^ ТЕ Ду+ (2+7 ' 


(=) ___ Ря+ Ву + Бё+Н 
ау] Ех т Бу (2+ 1” 
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Подставляя эти значения в уравнение 


ах 

гены) (2) +65 (6) 

и вычмтая уравнение второй степени, будем иметь! 
х(Аа |- РЬ Ее в) ] 

+ у(Га - ВЬ | Бен) | —0; 

-- =(Еа +БЬ-- Сел + 

- Оба Вуи-—к 
это уравнение принадлежит плоскости: отсюда сле- 
дует, что ‘для любой поверхности второго порядка 
кривая касания с описанной конической поверхностью 
всегда плоская. 

Так же легко можно доказать, что если поверх- 
ность будет степейи т, то кривая касйния ее с опи- 
санной конической поверхностью’ будет лежать на 
поверхности степени т — 1. 

„Какова бы, ни была та поверхность, которой ‘касается 
ах (45) 

Чу 


конус, если после подстановки вместр ( ах И 


их значений в уравнение 
.: & [. 
ге ха) (п) +05 (5) 


мы исключим некоторый параметр *) при помощи урав- 
‘нения нашей поверхности, то мы получим уравнение 
в переменных х, у, 2, которое будет принадлежать 
последовательности линий касания всех поверхностей, 
отличающихся друг ‚от друга только значеннем исклю- 
ченного параметра. Это уравнение будет, следова- 
тельно, уравненнем той поверхности, которая содержит 
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все линии касания, и оно определяет эти линин 
своим цересечением с последовательностью поверхно- 
стей, которых касаются конусы. Но каждый член 
этого уравнения содержит“к качестве множителя один 
из трех коэфициентов (х— 2), (у—6), (2—6); 
следовательно, поверхность, которой принадлежит 
уравнение, обязательно пройдет через общую вер- 
шину всех описанных конических поверхностей, 

Например, мы убеждаемся таким образом, что если 
поверхностями, которых касаются конусы *), являются 
концентрические сферы, отличающиеся друг от друга 
только своими радиусами, то линиями их касания 
будут круги, которые все лежат на поверхности дру- 
гой сферы; диаметром последней будет прямая, сое- 
пиняющая общий центр. всех сфер с общей верши- 
ной всех описанных конических поверхностей, 


$ 
О ПОВЕРХНОСТЯХ ВРАЩЕНИЯ. 

Найти общее уравнение поверхностей вращения, 
т. е. выразить, что поверхность образована вра- 
щением ‘некоторой кривой вокруг оси, данной по 
положению. 

ПЕРВЫЙ СПОСОБ ОСНОВАННЫЙ НА РАССМО- 
ТРЕНИИ КАСАТЕЛЬНОЙ ПЛОСКОСТИ, 

Одно из свойств, характеризующее поверхности 
вращения и не зависящее от природы образующей 
кривой, состоит в. том, что касательная плоскость 
всегла перпендикулярна к плоскости, проведенной 
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через точку касания и через ось..Мы будем называть 
эту последнюю плоскость меридианом. Пусть 
х=А:|-а, у=В24- 6 

данные уравнёния оси вращения и х', у’, 2' — коор- 
динаты точки касания; уравнение плоскости меридиана, 
так как эта плоскость проходит через точку карания, 
имеет вид+ 

= М(х— м) Му у); 

для того чтобы.эта плоскость проходила через ось, 
количества `М и № должны быть таковы, чтобы урав- 
нения оси и уравнение плоскости имели мрето одновре- 
менно, каковы бы ни были значения х, у, 2; это дает: 

М[А(Ь —) —В(а—х)] =6—у-Вг, 

МА (6 — У) — В(а—х)| = —@в—х + А2). 
Таким образом уравнение плоскости меридиана; прохо- 
дящей через точку касания, оудет: 

(2—2') [А (6 — у) —В(а—м)] = 

= у'-| 82) (х— х) — (а—х 4 42) 0—9). 
С другой стороны, т касательной плоскостиесть 


9 (1 о) +0 —5) (2 ‚). 
Эти две плоскости будут перпендикулярны. между 
собою, если 
ив А-а а 
(6—У-- 82) (пр) —@—# +42) (1%) + 
А (6 —у) +В (а—х') =0. (А) 
Последнее уравнение выражает, что поверхность 
есть поверхность вращения. положение оси которой 
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определяется постоянными А; В, а, 68; уравнение 
это не зависит от вила образующей и в частности 
от того, подчинена ли образующая или не подчииена 
‘закону иепрерывности. 

2. Можно притти к тому же уравнению из рас- 
смотрения нормали. В самом- деле поверхность вра- 
щения обладает ‘еще тем свойством, что ее нормаль 
всегда пересекает. ось вращения. Мы видели, что 
уравнения нормали имеют следующий вил: 


хфи+е—2) (1) =0, 
у—У-е—2) (%,) =0; 


для тоге чтобы нормаль пересекала ось, необходимо, 
чтобы еедуравнения и уравнёния оси имели место. одно- 
временно -независимо от значений х, у, 2, т. е. небб- 
ходимо, чтобы ‘удовлетворялось уравнение, ‚получаю- 
щеесяе в ‚ результате исключения Хх, у, 2 Из этих 
четырех уравнений. Но исключение х, у, 2, дает 
уравнение (А), следовательно, это уравнение выражает, 
что поверхность ‘является поверхностью вращения. 


ВТОРОЙ СПОСОБ; УРАВНЕНИЕ В КОНЕЧНЫХ 
КОЛИЧЕСТВАХ. 

3. Поверхности врашения имеют еще одно отличи- 
тельное свойство, не зависящее от природы образую- 
щей кривой; оно состоит в том, что если такую 
поверхность пересечь плоскостью, перпендикулярной 
к оси вращения, то в сечейии получим окружность, 
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центр которой ваходится на оси; все точки этого 
сечения находятся, следовательно, на ‘одинаковых 
расстояниях от одной и той. же точки, взятои на оси. 
Но так как ось вращення согласно вышепринятому 
имеет ураввения: 

х= Аг На. У—=В2-Р Ь, 
то уравнение плоскости, перпендикулярной к оси, 
СУЕТ Ах- Ву ===а, 
где количество а, определяющее положение этой 
плоскости, постоянно для одной и той же перпенди- 
кулярной плоскости и. меняется от одной плоскости 
к другой. 

Далее; ось вращения пересекает плоскость х, у 
в точке, кборлинаты которой х-=а, У=, = —0; 
если рассматривать эту точку как общий центр кон- 
центрических сфер, то общее ‘уравнение поверхиостей 
втих сфер будет: 

х—4--о— вар, 
где ралиус В, постояниый для одной и той же сферы, 
меняется при переходе от одной сферы к другой. 

Если теперь рассматриваемая на поверхности вра- 
щения точка движется по &той поверхности, оставаясь 
все время в некоторой плоскости, перпендикулярной 
к оси, то она не сойдет также с поверхности неко- 
торой определенной сферы, и тогла оба количества 
а и 3 будут постоянными; если же точка, двигаясь, 
выходит из, плоскости, перпеидикулярной’ к оси, то 
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она перейлет _ также на поверхность другой сферы, и 
оба количества & и 3 изменятся. Слеловательно, поверх- 
ности вращения обладают таким свойством, что коли- 
чества аи }#?-или соответственно равные им количества 
Ах-- Ву аи (х— а)? -|- (у— 6)? + 2? ониовремен- 
но постоянны или одновременно переменны. Поэтому 
уравнение этих поверхностей имеет следующий вид: 
(х— 2 + (у— 6) + 22 =9у(Ах-- Ву + 2), 
где ф обозначает некоторую функцию, вид которой 
зависит от» природы ‚образующей криВой. 

Мы уцидим впоследствии, что это второе уравнение 
обладает той же степенью общности, что и первое, и 
является его -полвым интегралом *). 

Если ось вращения проходит через начало и парал- 
лельна оси 2, то имеем: 


А—0, В=0, а=0, в=0, 


и предыдущее уравнение приводится к следующему 


виду: а 
ЖЗ У = 92 или 2==ф (и? -- у?), 


где фи Ф суть какие-либо функции **). 
* 


Даны уравнения кривой д8оякой кривизны, найти 
уревнение поверхности, образованной вращением 
этой кривой вокруг оси, данной по положению. 


Очевидно, что для решения задачи требуется опре- 
делить в общем уравнении поверхностей вращения, 
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каков должен быть вид произвольной функции ф, для 
того чтобы поверхность проходила через даиную кри- 
вую, т. е. была искомой индивидуальной поверхностью. 
Пусть 

Е (х, У, 2) =0, 

7(х, у, 2) ==0, 


— данные уравнения образующей кривой; уравнения 
окружности круга, описываемого каждой из точек обра- 
зующей, будут иметь, как мы видели, следующий ВИД: 


Ах-- Ву-- == а, 
(х— в) (у— 6-2 = а, 


Для того чтобы поверхность вращения проходила`через 
данную кривую, нужно, чтобы образующая пересека- 
лась окружностью круга, каково бы ни было значение а; 
следовательно, нужно, чтобы четыре предыдущих 
уравибиия, содержащие х, у, 2 и а, были совмеетны. 
Итак, исключая три количества х, у, 2, получим 
уравнение между @ и фа, которое представим в виде: 


Ка, фа) —0; 
оно дает выражение фа через а и определяет вид 
функции $. Если в это последнее уравнение подста- 


вить вместо @ и фа их выражения через х, у, 2, то 
будем иметь уравнение: . 


+[Ах-- Ву- 2, (х— а) | (у—5)+ 2] =0, 
которое будет уравнением искомой индивидуальной 


поверхности вращения. 
Я г. Монж, 
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ПРИМЕР. 


Предполагая, что ось вращения проходит через 
начало и что на параллельна оси 2, найти урав- 
нение поверхности _ вращения, образованной движе- 
ниви некоторой прямо данной по положению. 

Пусть 

х—= Ага, 
у=В--Ы, 


—данные уравнения образующей . прямой; уравнения 
окружности круга, описанной каждой из точек обра- 
зующей, будут: 

#—а, 


ж-у ==а; 


исключая х, У, 2 из этих уравнений, получим урав- 
иение: 


(А’а +- а) | (В'а-|- 6!) == а, 


которое указывает, каким образом составлена функ- 
ция фа из количества @. Подставляя вместо а и фа 
их значения, получим уравнение ‘индивидуальной 
поверхности: 

А’ а) 4 (Ве уз, 

Если в этом уравнении положить х==0 или у = 0, 
что определит сечение, проходящее через ось, то 
полученное уравнение будет уравнением гиперболы; 
следовательно, рассматриваемая поверхность есть по- 
верхность гиперболомда вращения. 
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Если, сохраняя одно из двух уравнений образую- 
щей прямой, изменить все знаки во второй части 
другого, то уравнение поверхности снова будет тем же; 
следовательно, эта поверхность может быть образо- 
вана ‘двумя’ различными прямыми, и так как каждая 
из этих двух образующих прямых проходит [при своем 
движении] через все точки поверхности, то отсюда сле- 
дует, что поверхность не имеет ни одной точки, через 
которую неё проходили бы две различные образую- 
щие прямые, полностью лежащие на поверхности. 


% 


Кривая поверхность, уравнение которой дано, 
неизменно соединена с осью вращения и вращается 
вокруг нее; найти уравнение поверхности, которая 
огибает подвижную поверхность, касаясь последней 
во всех ее положениях. 


Искомая поверхность есть, очевидно, поверхность 
вращения вокруг данной оси и касается подвижной 
поверхности, рассматриваемой в ее первом положении 
по некоторой кривой; для решения. задачи достаточно 
знать уравнения этой кривой; так как поверхность 
вращения должна пройти через эту кривую, то задача 
тогда сведется к предыдущей. 

Пусть В (х, у, 2) ==0 — данное уравнение подвижной 
поверхности, рассматриваемой в ее первом положении. 
Для всех точек линии касания этой поверхности с по- 
верхностью вращения уравнение Р(х, у, 2).= 0 долж- 
но удовлетворять уравнению поверхностей вращения *); 
Я* 
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слеловательио, если определим из этого уравнения 


а 42 
значения ( ар) и (45 ) и подставим их в уравнение (А) 


стр. 93, то полученное уравнение, которое мы пред- 
ставим В виде Х(х, у, 2,) =0, определит кривую каса- 
ния. Два уравнения этой кривой, следовательно, будут: 


Е(х, У, <) = 0, 
Их, у, 2) = 0. 


Поступая с этими уравнениями, как в предыдущем 
случае, получим уравнение: 


_НАх-{ Ву 2, (х — а) (У— 5) -{ =] =0, 


которое будет уравнением искомой поверхности. 


$У 
О ПОВЕРХНОСТЯХ, ОБРАЗОВАННЫХ ДВИЖЕНИЕМ 
ПРЯМОЙ, КОТОРАЯ - ВСЕГДА ГОРИЗОНТАЛЬНА И ПО- 
СТОЯННО ПРОХОДИТ ЧЕРЕЗ ОДНУ И ТУ ЖЕ 
. ВЕРТИКАЛЬ. 

Поверхности, образованные движением прямой, кото- 
рая всегда горизонтальна и постоянно проходит через 
одну и ту же вертикаль, часто встречаются на практике *). 
Поверхность коноида свода с вертикальным ребром, 
нижняя и верхняя поверхность круговых перил, нижняя 
поверхность ступеней спиральной лестницы ит. д. — 
все эти поверхности образованы указанным способом: 
оии различаются между собой лишь теми кривыми, ко- 
торые для каждой из них направляют движение обра- 
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зующей прямой. Поставим предл собой задачу выразить 
этот способ образования. 


ПЕРВЫЙ СПОСОБ, ОСНОВАННЫЙ НА РАССМОТРЕ- 
НИЙ КАСАТЕЛЬНОЙ ПЛОСКОСТИ. 


Общее свойство поверхностей, о которых идет 
речь, не зависящее. от природы кривой, направляющей 
движение образующей, состоит в том, что если через 
точку касания провести в касательной плоскости гори- 
зонталь, то эта прямая всегда проходит через верти- 
каль, так как она является образующей прямой 
в одном из ее положений. Вследствие этого, если 
предположить,’ что горизонтальная плоскость есть 
одна из трех перпендикулярных плоскостей, к кото- 
рым отнесена поверхность, и что данная вертикаль 
проходит через начало и служит осью 2, то мы будем 
иметь уравнение горизонтальной прямой, проведенной 
в касательной плоскости, полагая в уравиении этой 
плоскости 2==2'; таким образом получим: 


(«— 1 (45) +0—5(45)= 


С другой стороны, чтобы эта горизонталь проходила 
через данную вертикаль, нужно, чтобы ее горизон- 
тальная проекция прошла через начало, т. е. чтобы 
в уравнении этой проекции члены, не содержащие х 
и у, давали' нуль; следовательно, должно быть: 


я (4%) (2) =; 


это и есть искомое уравнение, , 
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ВторОЙ СПОСОБ; УРАВНЕНИЕ В КОНЕЧНЫХ 
КОЛИЧЕСТВАХ. 

Другое отличительное свойство рассматриваемых 
поверхностей, также не зависящее от кривой, направ- 
ляющей движение образующей, состоит в том, что 
если пересечь поверхность какой-нибудь плоскостью, 
проведенной через вертикаль, то в сечении получим 
горизонтальную прямую. Но уравнение ‘некоторой 
плоскости, проведенной через вертикаль, есть 


у=—ах или 2 ==а, 

где а есть параметр, определяющий положенне этой 
плоскости; параметр является постоянным для одно и той 
же плоскости и переменным при переходе от одной из 
вертикальных плоскостей к другой. Далее, уравнение го- 
ризонтальной прямой есть = == В. Если рассматриваемая 
точка движется по поверхности, не выходя из одной и 
той же вертикальной плоскости, так что а будет” по- 
стоянным, то она не сойдет также с некоторой опреле- 
ленной горизонтальной линии, в силу. чего н В будет 
также постоянным; если же в своем движении точка 
меняет вертикальную плоскость, так что @ будет пе- 
ременным, то она будет менять также и горизонталь- 
ную линию, а тогда и В будет также переменным. 

Рассматриваемые нами поверхности таковы, что 
а и В или соответственно равные им. количества 
5. И = являются одновременно постоянными и одно- 


временно переменными. Следовательно, эти количества 
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будут функциями одно другого. Итак, общее уравнение 
этих поверхностей есть 


#—ф (>), 
гле вид функции х зависит от природы кривой, 
направляющей движение образующей. 


Мы увидим впоследствии, что это второе уравнение 
является полным интегралом первого. 


* 


Даны уравнения кривой двоякой кривизны, кото- 
рая направляет движение образующей прямой. 
Найти уравнение индивидуальной. поверхности. 


После того, что нами было сказано о предыдущих 
поверхностях, очевидно, что если данные уравнения 
кривой двоякой кривизны суть 


Р(х, у, 2) =бОи (х, у, 2) =0, 


то нужно исключить х, у, & из следующих четырех 
уравнений: 
У 


В(х, у, 2) =, ==4, 


Их, у, 2) = 0, 2= а 
получениое в результате исключения уравнение 
Е (а, ау =0, 
после подстановки в него вместо би а их значе- 
ний даст искомое уравнение: 


:(2 ‚г)= 0. 
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ПЕРВЫЙ ПРИМЕР 
„Дано уравнение дуги свода; найти уравнение личей- 
чатой поверхности свода с вертикальным ребром. 


Дуга такого свода обычно имеет форму эллипса, 
вытянутого или сплюснутого по высоте. В обоих 
этих случаях на поверхности свода всегла существует 
круговая дуга. Пусть х==а — расстояние этой дуги 
до начала, и пусть у? + 22 = 62 — уравнение круговой 
дуги. Исключим х, у, = из четырех уравнений: 


2==$а4, 
что даст: 
аЗа? -|- (фа)? = 63. 
Подставляя вместо а и фа их выражения, мы поду- 
чим искомое уравнение: 


‚ вл ры 
я + 2? =—6>2. 


ь ВТОРОЙ ПРИМЕР. 

Найти уравнение верхней поверхности круговых 
перил. | 

Мы знаем, что в этом случае кривая двоякой кри- 
визны, направляющая движение ‘образующей, есть 
винтовая линия, осью которой является вертикаль, 
проходящая через начало. Горизонтальной ` проекцией 
этой винтовой линии является окружность круга, слу- 
жащего основанием той цилиндрической поверхности, 
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на которой находится винтовая линия. Пусть х2 НУ? = а? 
есть уравнение этой проекции. Чтобы получить. второе 
уравнение винтовой линии, заметим, что эта лйния после 
развертывания цилиндра на плоскость обратится в пря- 
мую линию. Поэтому ее уравнение есть 


2=Ь агс. и. (у) с, 


где 6 ис— постоянные. Мы исключим, следовательно, 
х, у, 2 из четырех уравнений: 


ж-- у = 0, 
2 = агс. 9. (у) с, 
а: 
х 
= ==44. 


Это даст: 


фа == фагс. 9. (та) с. 


Подставляя вместо а и фа их значения, мы ‘получим 
искомое уравнение: 


2 = фагс. п. —- + 
У да + у 
Эта индивидуальная поверхность принёдлежит к 
числу тех поверхностей, площадь которых есть мини- 
мум, иначе говоря, если на этой поверхности отгра- 
ничить некоторую площадь какой-либо кривой, под- 
чиненной или не поднинениой закону непрерывности, 
то среди всех кривых поверхностей, проходящих 
через эту кривую, именно та поверхность, которую 
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мы рассматриваем, будет содержать внутри кривой 
наименьшую площадь *). Если бы требовалось найти 
образованную тем же способом поверхность, которая 
была` бы’. описана` вокруг данной поверхности, то мы 
бы поступили так же, как мы делали в трех предше- 
ствующих способах образования. 

Вертикаль, через которую всегда проходит обра- 
зующая, есть замечательная линия поверхности, кото- 
рую мы изучаем. Она является кратчайшей линией, 
по которой можно перейти’ из одного какого-либо 
положения кривой к другому. Сама же поверхность 
является лишь частным случаем поверхностей, обра- 
зованных движением прямой линии; этими новерхно- 
стями мы будем иметь случай в дальнейшем заняться. 

Способы образования **) тех поверхностей, которые 
мы до сих пор рассматривали, выражаются линейными 
уравнениями в частных диференциалах; мы перейдем 
теперь к таким поверхностям, которые выражаются 
уравнениями более высокого порядка. 


5м 


О ПОВЕРХНОСТЯХ, ОГИБАЮЩИХ БЕСКОНЕЧНОЕ 
ЧИСЛО ДРУГИХ ПОВЕРХНОСТЕЙ. О ХАРАКТЕРИСТИ- 
КАХ И РЕБРАХ ВОЗВРАТА. 


Предположим, что мы рассматриваем вполие опреле- 
ленную кривую поверхность, способ образования ко- 
торой вводит некоторый параметр, который мы будем 
обозначать через а; таким образом конечиое уравнеине 
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поверхности содержит х. у, 2, а и произвольное число 
других постоянных, не зависящих от а. Уравнение 
этой поверхности может быть представлено в виде 
Е (х, у, 2, а) =0 или короче: Р-=0. 

Если дать параметру а определенное значение, то 
уравнение Р-0 будет уравнением. индивидуальной 
поверхности, форма и положенив которой в простран- 
стве будут зависеть от частного значения а. Если мы 
предположим, что параметр & принимает последова- 
тельно всевозможные значения от — со до -| со, то 
каждое из уравнений вила Р==0, которое мы полу- 
чим таким образом, будет уравнением индивидуальной 
кривой поверхности, и бесконечная  последователь- 
ность этих кривых поверхностей будет огибаться 
какой-то одной поверхностью; свойства этих поверх- 
ностей мы будем изучать и дадим им общее название 
огибиющих. 

Пусть, далее, общее уравнение Р==0О огибаемых 
поверхностей содержит второй параметр В и пусть 
этот параметр связан с первым некоторым известным 
законом; если, например, эти два параметра являются 
координатами некоторой данной плоской кривой, урав- 
нение которой есть ‘у=фх, то мы будем иметь: 
В == фа; в зависимости от. вида функции ф огибаю- 
щая будет иметь определеиную форму и положение 
в пространстве. Если теперь предположим, что функ- 
ция ф принимает последовательно всевозможные виды *), 
то для каждого из этих частных видов мы получим 
особую индивидуальную огибаюшую, а для всех 
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вообще видов. функций $ мы получим последователь- 
ность огибающих. Все эти огибающие имеют неко- 
торое общее свойство. Они образуются некоторым 
елиным способом, не зависящим от природы той 
кривой, уравнение которой у= фх. Это свойство, 
этот способ образования могут быть выражены или 
уравнением в частных диференциалах или интеграль- 
иым уравнением, в которое войдет функция ф, кото- 
рая тогла будет произвольной *); эти-то два вида урав- 
иений мы и ставим себе целью разыскать. Поясним 
предыдущее, проведя рассуждение на простом примере. 

Возьмем три перпендикулярные плоскости, из ко- 
торых та, что содержит х и у, будет горизонтальна; 
представим, что на.этой плоскости _начерчена некото- 
рая кривая, Уравнение которой у==фх, и’ что иа 
этой кривой взята точка, соответствующая х==а, 
лля которой, следовательно, будем иметь у==фа; 
тогда, если эта точка есть центр сферы радиуса а, 
то уравнение поверхности этой сферы будет: 


(х— а)? + (уУ— ча) 2 =а?. 


Это уравиение есть в данном случае то уравнение, 
которое мы в общем случае обозначали через Р == 0. 
Теперь, если, оставляя неизменным вид функции ©, 
т. е. оставляя неподвижной горизонтальную кривую, 
давать & последовательно всевозможные значения, мы 
получим ряд сфер одного и того же радиуса, центра- 
ми которых являются все точки горизонтальной крн- 
вой. Все эти сферы будут огибаться некоторой единой 
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поверхностью, которая будет поверхностью кругового 
криволинейного канала, ось которого будет горизон- 
тальной “кривой: это и есть та поверхность, которую 
мы называем огибающей. Наконец, если последова- 
тельно давать функции ф всевозможные виды, т. е. 
если сделать указанное построение для всех кривых, 
которые можно начертить на горизонтальной плоско- 
сти, то каждой из этих кривых будет соответствовать 
некоторая огибающая. Все эти огибающие будут 
иметь один и тот же закон образования и одно и 
тр же общее свойство, не зависящее от кривой, 
которая служит осью в каждом из частных случаев. 
Это свойство состоит в том, что если пересечь оги- 
бающие какой-нибудь плоскостью, нормальной к го- 
ризонтальной кривой, служащей осью, то получим 
в сечении окружность круга, радиус которого равеи 
а и центр которого находится на кривой. Аналити- 
ческое выражение этого свойства, принадлежащего 
всем огибающим и только им, представляет собою 


общее уравнение огибающих поверхностей. Возвра- 
тимся теперь к общему случаю. 


Если в общем уравнении `огибаемых . поверхностей 
Е==0 мы дадим параметру & некоторое значение, а 
затем дадим ему новое значение, бесконечно мало 
отличающееся от первого, то будем иметь уравнение 
новой огибаемой, которая по своему виду и положе- 
нию будет бесконечно мало отличаться от первой и 
пересечет ее по некоторой кривой. Эта кривая: будет 
общей линией касания двух последовательных огиба- 
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емых с их огибающей; точками ее будут те точки 
первой огибаемой, для которых координаты х, у, 2 
не меняются, когда @ изменяется и становится равным 
а-- Ча.. Следовательно, если диференцировать уравне- 
ние Р== 0, считая @ единственным переменным; то полу- 
ченное уравнение будет принадлежать кривой касания; 
а так как эта кривая Должна находиться и на первой 
огибаемой, то кривая касания будет иметь следующие 


два уравнения: 
Е=0, (А) 


—— } = 0, (В) 


в которых количество я определяет положение кривой 
касания в пространстве. Таким образом, если будем 
давать количеству а в уравнениях (А) и (В) различ- 
ные значения, то будем получать уравнения различ- 
ных кривых касания, которые все будут находиться 
на огибающей и из которых сама огибающая будет, 
так сказать, составлена. Если из уравнений (А) и (В) 
исключить а, то получим уравнение между х, у, 2, 
которое мы обозначим через Х(х, у, 2) =0 или, ко- 
роче, /=0 и которое представляет собою уравнение 
самой огибающей. 

Линия касания, уравнения которой суть (А) и (В}, 
также обладает некоторым свойством, не зависящим 
‘от кривой, которая определяет частный вид огибаю- 
щей; этому свойству можно дать аналитическое выра- 
„жение. Благодаря этому и все огибающие, образован- 
ные данным способом, приобретают -общее характер. 
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ное для них свойство; рассмотрение этой кривой 
касания очень важно при интегрировании в частных 
диференциалах; мы назовем’ ее характеристикой 
огибающей. 

Мы увидим в дальнейшем, что одна и та жа оги- 
бающая может. иметь несколько различных характе- 
ристик. В рассмотренном нами частном случае линия 
касания всегда @сть окружность постоянного радиуса, 
плоскость ее всегда вертикальна и нормальна к гори- 
зонтальной, кривой, какова бы ни была эта крывая; 
очевидно; что это и есть то свойство, благодаря 
которому все огибающие этого рода в свою очередь 
приобретают общее характерное для них отличитедь- 
ное свойство. Прололжим теперь наши рассуждения. 

Далим параметру а в уравнениях (А) и (В) неко- 
торое значение, определяющее положение характери- 
стики в пространстве; затем представим себе, что 
параметр возрос на бесконечно малое количество 44; 
два новых уравнения, которые мы тогда получим, 
будут уравыениями новой характеристики, которая по 
форме и положению бесконечно мало отличается от 
предыдущей и которая, вообще говоря, ее где-то 
пересечет, так как обе’ эти последовательные характе- 
ристики лежат на одной и той же огибающей. Конеч- 
ное число точек, в которых пересекаются ` две` после- 
довательные характеристики, суть те точки первой из 
них, координаты которой х, у, 2 не меняются,. когда 
в уравнениях (А) и (В) а изменяется и становится 
равным &-|- 4а. Следовательно, если диференцировать 
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эти два уравнения, считая @ единственным переменным, 
то полученные два уравнения будут принадлежать 
точкам пересечения двух характеристик; так как эти 
точки находятся также и на первой характеристике 
и так как, кроме того, диференцируя уравнение (А), 
мы получаем (В), то мы можем заключить, что для каж- 
дой из точек пересечения имеют место три уравнения: 


Е==0, (А) 
(о о 
‘иг )=0, © 


в которых количество @ определяет ту из всех харак- 
теристик, на которой рассматривается точка пересе- 
чения ее с характеристикой, непосредственно за ней 
следующей. 

Таким‘ образом, давая в трех уравнениях (А), (В}, (С) 
параметру`-@ различные значения, будем иметь три 
уравнения в переменных х, у, 2, из которых опреде- 
лим значения координат х, у, 2 точки, в которой 
соответствующая характеристика встретит следующую. 
Следовательно, мы будем иметь на огибающей столько 
таких точек, сколько можно дать различных значений а. 
Последовательность этих точек образует на огиба- 
ющей весьма замечательную кривую; два ее уравнения 
в переменных х, у, < мы получим, исключая а из 
трех уравнений (А), (В), (С). Этой жрнвой касаются 
все характеристикн таким же образом, как огибающей 
касаются все огибаемые, и она является для огибающей 
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настоящим ребром возврата; ибо все части характери- 
стик, лежащие по одну сторону их точек касания с рас- 
‚сматриваемой кривой, образуют первую полость оги- 
бающей, а все части характеристик, которые нахо- 
длятся по другую сторону от тех же точек, образуют 
вторую полость. Обе эти полости касаются друг друга 
по кривой, о которой идёт речь и которая является 
для них общим пределом; таким образом, если точка 
движется по одной из этих полостей по определенному 
закону, то она дойдет до этого предела, преступить 
который она не может, и чтобы продолжать свое 
движение по тому же закону, она должна будет от- 
разиться и перейти на другую полость. Мы будем 
иметь случай впоследствии ближе познакомиться с 
таким ребром возврата. Здесь мы удовольствуемся тем, 
что заметим, что конические поверхности являются 
огибающими; что как таковые они имеют ребро воз- 
‚врата; что для них это ребро всегда сводится к од- 
ной единетвенной точке и что эта точка, являющаяся 
вершиной, представляет собою весьма замечательную 
точку этих поверхностей. 

Все ребра возврата огибающих, образованных по 
одному и тому же закону, также обладают общим 
характерным для’них свойс?вом, не зависящим от 
кривой, которая определяет огибающую; это свойство 
можно выразить аналитически. Рассмотрение этих 
ребер имеет болышое значение при интегрироваиии 
уравнений в Частных диференциалах, и поэтому 
мы не будем упускать возможности изучать их при 
8 г. Монж. 
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рассмотрении всех тех частных вопросов, которыми 
мы будем заниматься. 

Наконец, каждая нз точек ребра возврата огибающей 
представляет собою пересечение двух последователь- 
ных характернстик; если же на этом ребре окажется 
такая точка, в которой пересекутся три последователь- 
ных характеристики, т. е. еслн существует некоторое 
значение @, для которого две последовательные харак- 
теристнки совпадают и образуют только одну ‘кривую, 
то соответствующая точка ребра возврата будет такова, 
что три ее координаты х, у,-= не изменятся, когда. а 
получит еще одно [бесконечно малое] изменение. 
Если, следовательно, диференцировать три уравнения 
(А), (В), (С), считая а единственным переменным, то 
три полученные уравнения. будут принадлежать этой 
точке [ребра] возврата; и так как диференцирование 
(А) лает (В) и диференцирование` (В} дает (С), то 
отсюда следует, что если из четырех уравнений 


Е=0, (А) 
(47) =о, в) 
о в. © 
аазЕ (0) 


аз 
исключить три координаты х, у, =, то получим уравл 
нение, которое содержит только @ и которое даст то 
значение а, при котором точка ребра возврата будет 
общей для трех последовательных характеристик. 
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Эта точка для самого ребра будет точкой перегиба 
или точкой возврата. Перейдем теперь к разысканию 
уравнений некоторых огибающих. 


$ \и 


О ПОВЕРХНОСТЯХ КАНАЛОВ, ОСЬ КОТОРЫХ ЕСТЬ 
НЕКОТОРАЯ ПЛОСКАЯ И ГОРИЗОНТАЛЬНАЯ КРИВАЯ, 
А СЕЧЕНИЯ, ПЕРПЕНДИКУЛЯРНЫЕ К ОСИ, СУТЬ 
КРУГИ ПОСТОЯННОРО' РАДИУСА. р 

Пусть на горизонтальной плоскости начерчена не- 
которая кривая; если представим себе, что сфера по- 
стоянного радиуса движется такнм образом, что ее 
центр перемещается по этой кривой, то сфера пробе- 
жит пространство, которое будет огибаться некоторой 
кривой поверхностью. Требуется найтн: 1) общее 
Уравнение всех кривых поверхностей, таким спосо- 
бом образованных; при этом плоская кривая, ко- 
торая служит их осью, может быть какой угодно: 
2) уравнения характеристики этих поверхностей; 
3) уравнение их ребра возврата. 


ПЕРВЫЙ СИОСОБ, ОСНОВАННЫЙ НА РАССМОТРЕ- 
НИИ КАСАТЕЛЬНОЙ ПЛОСКОСТИ. 

1. Так как поверхность, которую мы будем рассма- 
тривать, представляет собою огибающую последователь- 
ности сфер одного и того’же радиуса, то очевидно, 
что касательная плоскость к огибающей совпадает с 
касательной плоскоётью к огибаемой сфере и касается 
ее в некоторой точке. 

.8* 
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Какова бы ни была кривая, служащая осью, угол, 
который касательная плоскость к поверхности обра- 
зует с горизонтальной плоскостью в точке касания, 
взятой на некоторой высоте, должен быть равен углу,. 
который образует с той же горизонтальной плоскостью 
касательная плоскость к олной из огибаемых сфер в 
точке касания, взятой на той же высоте. Но так как урав- 
нение касательной плоскости, как известно, имеет вид; 


42’ 47 
ти А аби а ой 
ва) (15) +6 5) (15), 
то косинус угла, который эта плоскость образует с 
горизонтальной Ме. есть *) ` 


Ее) Ч Е 


далее, так как а есть постоянный радиус огибаемых 
сфер и а, В— координаты центра одной из этих 
сфер, то уравнение поверхности этой сферы будет: 


и -о— аа. 


а 
Определим из этого уравнения значения(5 — Е) и =) для 


того, чтобы подставить их затем в выражение для ко- 

синуса угла, который касательная плоскость к этой 

сфере образует с горизонтальной плоскостью ; мы найдем: 
Га 


СО ИЛИ ==; 
У — ао — Вт а 


следовательно, приравнивая значення этих двух коеи- 
нусов и снабжая штрихом 2 во втором выражении, 
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так как точки касания взяты на одной и той же 
высоте, получим общее уравнение рассматриваемых 
поверхностей: 


= ++ 2 в 

Инлче. Очевидно, что все нормали к огибающей 
пересекают крнвую, которая служит осью, и ч10 
части этих нормалей, заключенные между поверхностью 
и горизонтальной плоскостью, равны между собой, 
а также равны радиусу огибаемых сфер. Обозначим 


через х’, У, 2' координаты точки кривой поверх- 
ности; как мы видели, уравнения нормали, проходя- 


Далее, величина части нормали, заключенной между 
точкой поверхности и некоторой другой точкой 
с координатами х, у, д, есть 


Иру (е—2). 
Подставляя вместо х— хи 9 У значения, по- 


лученные из двух предшествующих уравнений, полу- 
чим следующее выражение этой велнчины: 


| 42’ \2 а: ) 

е—у 1+ (%) + (7). 
Следовательно, если мы хотим иметь величину 
частн нормали, заключенной между поверхностью 
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и горизонтальной плоскостью, то мы должны в этом 
выражении положить 2==0, что даст; 


[а2'\? 42' \з 
—_й - с + кз ‘ 
& У! ( а >) аи ) , 
приравнивая это выражение радиусу а огибаемых 


сфер и возвышая в квадрат, найдем, как и выше, 
общее уравнение: 


по 


2. Характернстика поверхности, т. е. кривая каса-. 
ния этой поверхности с каждой из огибаемых, есть, 
очевидно, в этом случае линия нанболышего наклона 
поверхностн, т. е. из всех кривых, лежащих на`по- 
верхности и проходящих через одну и ту же точку, 
характеристика является той кривой, касательная к ко- 
тррой в этой точке образует наибольший угол с го- 
ризонтальной плоскостью. Касательная к этой кривой 
следовательно, перпендикулярна к горизонтали, про- 
веденной на касательной плоскости, и, наконец, го- 
ризонтальная проекция касательной перпендикулярна 
к горизонтальному следу касательной плоскости. 
Нотак как х', у’, = координаты точки характеристики, 
и эта же точка есть точка касания касательной пло- 
скостн, то уравненне горизонтальной  проекцин 
касательной нмеет вид: 

‚ 
э—-в—(#: 


уравнение же горизонтального следа касательной 
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плоскости найдем, полагая 2==0 в уравнении этой 
плоскости, т. е. оно будет: 


пине м (4) +9) (%). 


Далее, обе эти прямые будут перпендикулярны, еслн, 
складывая произведение коэфнциентов при хи 
произведение козфициентов при у, получим в сумме 
нуль; следовательно, уравнение горизонтальной проек- 
ции линии наибольшего наклона есть, 


<>) ау — (=) ах’ ==0. 


Итак, уравнения характеристики поверхности будут: 


[+++] -# в 


4) Чу '[— (9 ее . 
Уравнение (5) всегда ‘вообще может быть выведено 
непосредственно из уравнения {а). Чтобы не перегру- 
жать этой задачи, мы покажем это пов р 
следующей *), 

8. Ребро возврата поверкности касается в каждой 
из своих точек одной из’ Характеристик; эти две кри- 
вые имеют, следовательно, в этой точке общую ка- 
сательную: следовательно, касательная к ребру воз- 
врата в точке касания, взятой на некоторой высоте, 
образует с горизонтальной плоскостью тот же угол, 
что и касательная к характеристике в точке казания, 
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взятой на той же высоте. Но если х’, у’, 2' суть коор- 
динаты точки касания, взятой на ребре возврата, то 
касательная к ребру образует с горизонтальной пло- 
скостью угол, косинус которого, очевидно, имеет 
следующее значение: 


У ах ду 
Иа ау а ` 


Далее, на вертикальном круге радиуса а ‘для точки’ 
касания, взятой на той же высоте 2, касательная 
образует с горизонтальной плоскостью угол, косинус 
которого есть 


©С0$. —= 


С05. == 


в \ 


приравнивая друг другу значения этих двух косину- 
сов, получим уравнение ребра возврата: 


2" (4х' -- ауз-|- 422) == а? (ах | ау”). (©) 


Инлче. Так как два уравнения (а) и (Ъ) принад- 
лежат всем характеристикам, какова бы ни была кри- 
вая, которая служит осью поверхности, и какова бы 
нй была точка, через которую проходит характери- 
стика на каждой индивидуальной поверхности, то 


два количества (“= и ( 45) ‚ которые содержатся 
в этих двух уравнениях, должны зависеть неявно как 
от некоторого количества @, которое на каждой 
огибающей определяет положение характеристики, 


так и от другого количества В = фа, вид которого 
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характеризует самое огибаюшую. Таким образом, 
если из уравнений (а), (Ъ) и уравнения 


а (42) ах" (45) ау 
47 

(12), то уни- 
чтожитёя все то, что зависит от количества а, и 
следовательно, все то, что ва одной и той же 
огибающей характеризует каждую из характеристик, 


и полученное нами уравнение в обыкновенных 
диференциалах . 


23 (ах! -|- ду? -| 42?) = а? (4х? -|- ду”) (с) 


будет принадлежать ребру возврата, которого касают- 
ся все характеристики; но в результате того же ис- 
ключения уннчтожится также и все то, что зависит от 
другого количества В = фа, и, следовательно, все то, 
что характеризует самое огибающую; следовательно, 
уравнение (с) вообще является уравнением ребер воз- 
врата всех поверхностей таким способом образованных. 

Мы видим, следовательно, что характеристика опре- 
деляется двумя уравнениями (а), (5), одно из которых 
есть уравнение в частных диференциалах, а другое — 
в смешанных диференциалах, частных и полных *); 
ребро возврата выражается одннм уравнением в обык- 
новенных диференциалах, тогда как в конечных ко- 
личествах оно, как и всякая кривая двоякой кривизны, 
должно быть выражено. двумя уравнениями, эквива- 
лентными уравнениям двух его проекций. 


р 47 
исключить два количества (>) 
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Ребра возврата, которые мы только рассмотрели, 
могут быть образованы другим способом, который 
приводит к простому построению. В самом деле, 
если. описать на какой-либо вертикальной плоскости не- 
которую окружность радиуса а, центр которой нахо- 
дится на горизонтали, и изгибать *) эту плоскость на по- 
верхность вертикального цилиндра с произвольным 
основанием, то кривая двоякой кривизны, которую 
окружность круга образует при своем наложении, даст 
общий случай ребра возврата поверхности, о кото- 
рой идет речь. Ибо легко видеть: 1) что для всех 
кривых, образованных таким способом, будем иметь: 


Уз ай 42: Иа ау? :1а:2, 


свойство, выражаемое уравнением {с); 2) что эти 
кривые суть единственные, которые обладают этим‘ 
свойством. Следовательно, одного уравнения (с) до- 
статочно для их определения. 


Второй СПОСОБ, УРАВБЕНИЕ В КОНЕЧНЫХ 
КОЛИЧЕСТВАХ. 

Если уравнение горизонтальной кривой, которая 
служит осью поверхности и на которой находятся 
центры всех огибаемых сфер, представим в виде 
у==фх, где $ выражает некоторую произвольную 
функцию, н через а обозначим значение х, соответ- 
ствующее положению центра одной нз этих сфер, 
то уравнение поверхности сферы будет: 


(х— а) (и— фа} 22 == а?, 
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Диференцируя это уравнение последовательно три ра- 
за, в предположении, что а является единственным 
переменным, и полагая 4фа='а4л, 4’а == $’а а 
и 4ф’а="а 4а, будем иметь четыре уравиения: 


(х — а) -|- (у— фа) -- 2 ==, (А) 
я 3 фа) та=0, (В) 
(у— 9а) ’а—1— (а) ==0, (© 
(у— фа) "а — Зуа "а = 0. (р) 


Это те четыре уравнения, которые в предыдущем 
параграфе мы представляли так: 


во, (0, (ия) =, (чак) =0. 


Если исключить/количество а”из двух уравнений (А) в 
(В), то результат исключения, содержащий х, у, 2 
будет конечным уравнением ЕЮ: Поскольку 
вид функцни ф будет оставатёся общим и неопреде- 
ленным, исключение, о котором идет речь, не может 
быть выполнено, н Эти ‘два уравнения не могут быть 
приведены к одному. Осуществить это исключенйе 
можно только после того, как задан вид функции 
таким образом, что он определяет индивидуальную 
поверхность, рассматриваемую в каждом данном слу- 
чае. Таким образом, если @ рассматривается как ко- 
личество, значение которого безразли4о и которое 
должно исчезнуть в результате исключения, и если 
ф — функция произвольного вида, то система двух урав- 
нений (А) и (В) выражает все кривые поверхности, 
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образованные указанным способом. Эта система экви- 
валентна единственному, уравнению в частных диферен-. 
циалах (а), для которого, как мы увидим впоследствии, 
она-является полным интегралом. 

Если в тех же уравнениях (А) и (В) мы будем рас- 
сматривать @ не как нёопределенное количество, которое 
должно исчезнуть в результате исключения, а как произ- 
вольное постоянное, которое должно оставаться неизмен- 
ным, то два уравнения (А) и (В) не будут больше 
сводимы к одному и будут представлять собою урав- 
нения характеристики поверхности. Вид функции ф 
булет определять инливидуальную поверхность, а по- 
стоянная & будет определять на этой поверхности 
индивидуальную характеристику. Эти два уравнения, 
следовательно, эквивалентны двум уравнениям (а) и (Ъ). 
Мы увидим в дальнейшем, что они представляют со- 
бою интеграл этих уравнений, пополненный произ- 
вольным постоянным @, благодаря обыкновенным ди- 
ференциалам, и произвольной функцией ф благодаря 
частным диференциалам *). 

Еслн в трех уравнениях (А), (В), (С) исключить ко- 
личество а, рассматривая его как неопределенную ве- 
личину, значение которой безразлично (это исключе- 
ние может быть произведено только в каждом частном 
‘случае, после того как опрелелен вид функции фи 
функций ф’ и 4”, которые получены ее диференциро- 
ванием), то будем иметь два уравнения между х, у, г, 
которые будут уравнениями ребра возврата. Таким 
образом, если ф есть функция произвольного вида, 
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то система этих трех уравнений эквивалентна одному 
уравнению в обыкновенных диференциалах (С)..Мы уви- 
‘дим, что, эта система является полным его интегралом. 

Наконец, если из четырех уравнений (А), (В), (©), (2) 
определить значения четырех количеств Х, у, 2, а, то 
будем иметь’три координаты точки перегиба или в9з- 
врата ребра возврата и положение центра той огибае- 
мой сферы, на поверхности которой находится эта точка. 

Мы только что видели, что огибающая выражается 
одним уравнением в частных диференциалах, а ее 
ребро возврата выражается одним уравнением в обык- 
новенных диференциалах; но в конечных количествах 
огибающая выражается системой двух уравнений, а 
ребро возврата — системой трех уравнений, из кото-, 
рой нужно исключить неопределенное количество 4. 
Если какой-либо объект представлен одним единствен- 
ным уравнением, то это уравнение необходимо и не 
может быть заменено викаким другим единственным 
уравнением ; если же он представлен при помощи{системы 
нескольких уравнений, то ни одно из уравнений этой 
системы не является необходимым н существует всегда 
бесчисленное миожество ‘других вполне эквивалентных 
систем уравнений. Напримёр, кривая двоякой кривиз- 
ны определяейжя в пространстве двумя уравнениями 
в перемениых х, у, 2; эти уравнения, являющиеся урав- 
иениями кривых поверхностей, пересечением которых 
служит рассматриваемая кривая, не являются необхо- 
димыми, ни одно, ни другое, для выражения этой кри- 
вой; существует всегда бесконечное число других 
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кривых поверхностей, которые, будучн взяты попарно, 
пересекаются по этой же кривой лвоякой кривизны и 
уравнения которых, '’хотя и. совершенно отличны от 
двух первых, выражают эту кривую с той же точно- 
стью. Система четырех уравнений (А), (В), (С), (О) 
не является, следовательно, необходимой, для того 
чтобы выразить все свойства рассматриваемой нами оги- 
бающей, н существует бесконечное число систем урав- 
нений, которые столь же хорошо служать для той же 
цели. Мы удовольствуемся тем, что приведем один 
только пример. 

Оставим в.силе все предшествующие условия и пред- 
ставим ‚себе, что бесконечный цилиндр с. круговым 
основанием радиуса а движется таким образом, что 
его ось всегда расположена в горизонтальной плоско- 
сти и касательна к кривой, уравнение которой у==фх; 
он пробежит пространство, которое будет ограничено 
и обогнуто поверхностью того же канала, который 
мы рассматривали; эта поверхность, следовательно, 
может быть рассматриваема как огибающая бесконеч- 
ной последовательности горизонтальных цилиндров; 
проделав с общим уравнением-поверхностей этих ци- 
линдров то же, что мы делали с уравнением сфер, 
мы получим четыре новых уравнения, Система которых 
служит для той же цели, что и система четырех урав- 
нений (А), (В), (С), (О). 

Легко получить общее уравнение этих цилиндричес- 
ких поверхностей, тем методом, которым мы пользо- 
вались при изложении способа их образования, ио 
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полезно показать, как можно притти к нему из дру- 
гих соображений, аналогичных тем, которыми мы здесь 
пользуемся. 

Если обозначим через & значение х, соответствую- 
щее точке касания оси цилиндра с горизонтальной 
кривой, то будем иметь для этой точки у == фа, и урав- 
нение оси цилиндра, т. е. касательной к кривой, будет: 

— фа = (х— а) фа. 

Если предположить затем, что сфера радиуса @ дви- 
жется таким образом, что ее центр пробегает эту 
прямую, то огибающая пространства, которое пробе- 
гает сфера, будет искомой циаиндрической поверхно- 
стью. Если $ есть значение Хх, соответствующее не- 
которой точке, взятой на этой прямой, то мы будем 
иметь для этой точки у=фа-{ (6 — 4) ф'а, и уравне- 
ние поверхности сферы, центр` которой ‘находится 
в этой точке и радиус есть а, имеет вид: 


(х— 6) 4- [у— фа— (6 —а фар 2 = 2. 


Диференцируя это уравнение, считая $ единствен- 
ным переменным, мы получим: 


хм —@6—дущчан 
исключая $, получим уравнение: / 
[(х— а) ча — у— ФР ==( — 2) | | (9'а)*], 


которое будет уравнением поверхности цилиндра © 
круглым основанием, ось которого касается горизон- 
тальной кривой, причем @ есть то значение“х, кото- 
рое соответствует точке касания. 
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Это уравнение представляет собою уравнение не- 
которой новой огибаемой; отсюда следует, что, если 
лиференцировать его последовательно ‘три раза, счи- 
тая @ единственным переменным, то будем иметь че- 
тыре новых уравнения: 


[(х— фа — у— ча) (28— 2) [1+ (4'а)?], (А') 
{х— а) ф' 1 — (х — а) (у— фа) = (2—2?) щ'а), (В!) 
(х— ара (х—а) фа--у — фа (а — 27) ф’а, (С!) 
(х — а) ф"а— 3 (х — а) ф’а— (а?—2)у”а, (0’) 


которые заменят четыре уравнения (А), (В), (С), (О). 
Если мы исключим @ из двух уравнений (А), (В'), бу- 
дем иметь уравнение огибающей; еслн исключим а из 
трех уравнений (А'), (В’), (С’), будем иметь два урав- 
нения ребра возврата; наконец, четыре ‘уравнения 
(А’), (В'), (С’, {0') дадут те значения х, у, 2 иа, кото- 
рые соответствуют точке перегнба или возврата ребра. 

„Эти две системы урёвнений могут быть использо- 
ваны в одинаковой мере; мы будем пользоваться первой, 
так как она более проста. 


% 


Даны два уравнения некоторой кривой двоякой 
кривизны; найти уравнение кривой поверхности, 
проходящей через эту кривую и являющейся поверх- 
ностью канала, сечение которого есть круг дан- 
ного радиуса ш ось которого есть кривая, располо- 
женная в горизонтальной плоскости. 
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Залача состоит, очевидно, в том, чтобы определить, 
каков должен быть вид фуикции ф в двух уравнениях 
(А) и (В) или в эквивалентных им (А) и (В') для того, 
° чтобы поверхность, которой прннадлежит уравнение, 
получающееся в результате исключения, проходила 
через данную кривую. Но эта поверхность, представ- 
ляющая собою огибающую, пройдет через данную 
кривую, если все огибаемые поверхности касаются 
этой кривой, т.е. если каждая из касательных к дан- 
ной кривой находится на плоскости касательной к 
той огибаемой *), которой принадлежит точка касания. 

Пусть Е (х, у, 2) =0 и Х(х, у, 2) == 9—- два урав- 
нения данной’ кривой; если обозначить через х, у, 2 
координаты точки касания и через л’, у, 2' — коор- 
динаты произвольной точки **) касательной, то уравне- 
ния касательной будут: 


ах ау 
Е НИ ит. 
Хар, Ур; 
здесь количества 4х, ду, 42 — обыкновенные диферен- 
циалы; продиференцируем два уравнения 


Е(х, у, 2) =0 и Их, у, 2) =0 


У 
2 Через х, у, 


2; если эти выражения обозначим соответственно через 
ри 4, то два уравневия ‚касательной примут вид: 


ах 
и определим нз них выражения а и 


хм == (2—2)р, уу (2 —2)4. 
С другой стороны, если х, у, 2 суть координаты 
точки касания касательной плоскости, а х', У', 2 — 
9 г. монж, 


130 ТАСПАР МОНЖ 


коорлинаты произвольной точки этой плоскости, то 
уравнение касательной плоскости будет, как известно: 


ани) (и +6—9 (7). 


где (1) и (“= ) суть частные фе енциалы; если 
д РТ ау у диференц, , 


продиференцировать уравнение (А) огибдемой и опре- 


елнть из" него выражения (==) и (==) через х. 72 
д р ду) и (ах) Через х, 5, 2, 


& и фа, обозначив их соответственно через Ри ©, 
то уравнение касательной плоскости будет: 


8 
#— = (х— м) Р--(у—У) ©. 
Так как эта плоскость должна пройти через каса- 
тельную то ее уравнение и уравнения касательной 
должны иметь место. одновременно, т. е. если исклю- 


чить три количества (х— 2), (у— у’), (2 — 2"), что 
всегда возможно, то результирующее уравнение 


Рр-— @=1, 
содержащее х, у, 2, @ и фа, должно удовлетвориться. 
Следовательно, если исключить [из этого уравнения] 
х, у, = посредством трех уравнений Е(х, у, 2) =0, 
ИХ, у, 2) =0 и (А) *), которые имеют место одновре- 
менно для точки касания, то будем иметь уравнение 
между @ и фа, которое мы обозначим через 
М =0; 

оно даст зависимость, которая должна иметь место 
между координатами @ и ха центра огибаемой сферы 
для того, чтобы поверхность этой сферы касалась 
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даниой кривой. Но это условие должно иметь место для 
всех значений &, следовательно; нужно, чтобы это соот- 
ношение выполнялось, когда а изменяется и становится 
равным @ -|- 4а; следовательно, нужно, чтобы имело ме- 
сто уравнение, полученное дйференцированием уравне- 
ния М-== 0, т. е. должно иметь место еще одно уравнение: 
пи 0. 
Если из четырех уравнений (А), (В), М=0 и 


ам < 
а ==0 нсключить три количества а, фа и ф'а, то 


результнрующее уравнение в переменных х, у, 2 будет 
уравнением искомой индивидуальной огибающей, ко- 
торая проходит через данную кривую. 

Этот метод определения вида, который должна иметь 
функция для того, чтобы поверхность проходила чёрез 
данную кривую, отнюдь не является частным методом, 
пригодным лишь для той поверхности, которой мы зани- 
маемся; он является общим и применим ко всем огибаю- 
щим во всех тех случаях, когда надо определить только 
одну функцию. Этот метод применим, в частностн, 
к огибающей, рассматриваемой в следующей задаче. 

*% 


Дано уравнение кривой поверхности; найти 
уравнение поверхности такого канала с круговым 
сечением, криволинейная ось которого находится 
8 горизонтальной плоскости, чтобы этот канол 
опоясывал данную поверхность, т. е. охватывал 
ее, касаясь по некоторой кривой. 

9* 
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Очевидно, задача состоит в том, чтобы определить 
в уравнениях (А) и (В), каков должен быть вид функ- 
ции ф, чтобы огибающая опоясывала данную поверх- 
ность; очевидно, что это условие будет выполнено, 
если каждая из огибаемых сфер касается данной поверх- 
ности, т. е. если во всех общих точках огибаемой и дан- 
ной поверхности эти две поверхности имеют одну и туже 
касательную плоскость. Пусть Р(х, у, 2) ==0 — уравне- 
ние данной поверхности ; обозиачим через х, у, 2 коорди- 
‚наты точки касания и через х’, у', =" — координаты произ- 
вольной точки касательной плоскости; обозначим далее 


а а. 
соответственно через р и 9 выражения (а) н ( г т 


полученные из уравнения Р(х, у, 2) == 0; тогда уравне- 
ние касательной плоскости к данной поверхности будет: 


= (х—)р--(У—У)9. 
Если обозначить через Р и @ выражения (а) 
ау 
касательной плоскости к огибаемой сфере будет: 
д— == (х— )Р- (у—У) 9. 


Для того чтобы эти две плоскости совпадали, должны 
иметь место два уравнения: 


Р==р, @=4, 


(.1- 
и ( ), полученные из уравнення (А), то уравнение 


содержащие х, у, 2, а и фа. Всли из этих двух уравнений 
и двух других, а именно Р(х, у, 2) =0 и (А) исклю- 
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чить координаты х, у, 2 точки касания, являющейся 
общей для двух плоскостей, то будем иметь уравнение 
М-=0, содержащее аи фа, которое будет прел- 
ставлять собою уравнение горизонтальной кривой, 
служащей осью огибающей, опоясывающей данную 
поверхность. 

Таким образом, если из уравнений (А), (В), М =0 


аМ 
2 ==0 исключить три количества а, фа, у'а, то 


мы получим в переменных х, у, 2 уравнение искомой 
индивидуальной огибающей, 


$УШ 


О ПОВЕРХНОСТЯХ, ЛИНИЯ НАИБОЛЬШЕГО СПУ. 
СКА КОТОРЫХ ‘ЕСТЬ ПРЯМАЯ ПОСТОЯННОГО 
НАКЛОНА. 

Если вообразим, что прямой конус с круговым ос- 
нованием, ось которого остается вертикальной, дви- 
жется таким образом, что его вершина перемещается 
по некоторой кривой, начерченной в горизонтальной 
плоскости, то этот конус пробежит пространство, ко- 
торое будет огибать некоторая кривая поверхность. 

Найти: 1) общее уравнение всех кривых поверхно- 
стей, таким способом образованных; при этом 
горизонтальная кривая, направляющая движение 
вершины конуса, может быть какой угодно; 2) урав- 
нения характеристики этих поверхностей в 3) урав- 
нения их ребра возврата, 
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ПЕРВЫЙ СПОСОБ, ОСНОВАННЫЙ НА РАССМОТРЕ- 
НИИ КАСАТЕЛЬНОЙ ПЛОСКОСТИ. 


1. Из того, что каждая из касательных плоскостей 
к огибающей есть также касательная к ‘одному из 
огибаемых конусов, следуех, что все эти плоскости 
образуют с горизонтальной плоскостью постоянный 
угол. Но мы видели, что для этого угла имеем: 


С05. —= и'+ (+) В гу () 


следовательно, р чтобы это выражение было равно 
постоянному; называя через а тангенс ухла, получим 
общее уравнение всех огибающих, ностроенных ука- 
занным способом: 


(у ы 


2. Характеристика поверхности, т. е. линия касания 
этой поверхности с каждой из огибаемых, есть, оче- 
индно, одна из сторон *) огибаемого конуса, следова- 
тельно, это — прямая, перпендикулярная к горизон- 
тальному следу соответствующей касательной плоскости; 
она является, следовательно, подобно характеристике 
поверхности предыдущего параграфа, линией наиболь- 
шего спуска поверхности: итак, второе уравнение будет: 


42 а2\ ‚.. _ 
(2 ау— ау) ах ==0. (5) 


3. Так как ребра возврата касаются все характери- 
стики, которые представляют собою прямые, образую- 
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щие с горизонтальною плоскостью постоянный угол, 
тангенс которого есть а, то какова бы ни была кривая; 
которая направляет вершину огибаемого конуса, каждый 
из элементов ребра возврата образует со своей гори- 
зонтальной проекцией угол, тангенс которого ра- 
вен а. Следовательно, для каждой из точек всех ребер" 


имеем: 
а: 


Иа? + дя 


Общее уравнение ребер возврата всех поверхностей, 
образованных указанным способом, есть, следовательно: 


422 == а? (4х? + ау?). (©) 


Те же ребра возврата могут быть получены более 
простым способом. Действительно, еслн мы проведем 
в вертикальной плоскости прямую, которая образует 
с горизонтом угол, тангенс которого равен а, и если 
мы будем изгибать эту плоскость на поверхность вер- 
тикального цилиндра с произвольным основанием, то 
кривая двоякой кривизны, которую образует прямая 
при своем наложении на поверхность, будет, очевидно, 
той линией, которая выражается уравнением (с). 


О ХАРАКТЕРИСТИКЕ, 


Мы говорили ($ УНП), что во всех случаях уравнение 
характеристики может быть аналитически выведено из 
уравнения (а) огибающей. Сейчас мы докажем это. 
Для краткости мы будем впредь обозначать *) через 
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ри частные диференциалы 2, так что для любой 
‘поверхности будем иметь: 
42—рах | вау. 

Так как огибающая касается в каждой из своих точек 
одной. из огибаемых и эти две поверхности имеют 
в точке касания одну и ту же касательную плоскость, 
то для точки касания значения пяти количеств х, у, 
2, р, @ — одни и те же как в том случае, когда мы 
считаем рассматриваемую точку принадлежащей оги- 
бающей, так и в том случае, когда мы считаем ее 
принадлежащей огибаемой: таким образом уравнение (а) 
огнбающей, которое вообще составлено только из этих 
пяти количеств, принадлежит не только различным 
огибающим, образованным указанным способом, но 
также и всем огибаемым. Будем сначала смотреть на 
это уравнение как на уравненне огибаемых. 

Из пяти количеств х, у, 2, р, 9 лишь последиие, 
ри 9, могут быть различными в уравнениях двух 
различиых огибаемых *); следовательно, лншь они зави- 
сят от значения количества а, которое для одной и 
той же огибающей указывает положение индивидуаль- 
иой огибаемой. Но мы видели, что для получения 
уравнения характеристики нужно диференцировать 
уравнение огибаемой, считая а единственным пере- 
менным. Следовательно, если мы представим через 


Рар+ 044==0 


уравиение. полученное диференцированием уравнения (а) 
в предположении, что изменяются толькор и 4, то 
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уравнение, полученное [диференцированием уравне- 
ния (а)| в предположении, что а является единствен- 
ным переменным, булет: 


о -° 


но, с другой стороны, имеем: 


42==рах | 9ау, 
и, следовательно, 


ар 44\ ,— 
(ша (49) =: 


ИР будем иметь уравнение характе- 


49 
я — 
исключая ги с, 


ристики: 
Рау— 9 ах=0. 


Это-то уравнение и даст во всех случаях уравнение 
характеристикн. 

Будем смотреть теперь на уравнение (а) как на 
уравнение огибающих. Снова из пяти количеств х, у, 
2, р,-0 лишь два последние могут быть различными 
в индивилуальных уравнениях двух различных огибаю- 
щих; следовательно, лишь они зависят от вида функ- 
ции $, определяющей огибающую. Таким образом, 
если предположим, что функция ф содержит параметр у, 
который будет постоянным для одной и той же оги- 
бающей и перэменным при переходе от одной огибаю- 
щей к другой, то количества р и 4 в уравненни (а) 
одни только зависят от значения 1. Но если мы хотим 
найти линию пересечения двух последовательных 
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огибающих, то нужно диференцировать уравнение (а), 
считая ‘/ единственным переменным; это, очевидно, даст 


гене (и 


и так как уравненне 


42 =рах-- 94у 
лает равным образом 


(рыееьыь 


то, исключая р и ый будем иметь снова: 
’ ат а ’ у. ы 


Рау— 9 4ах=0, 


т.е. то самое уравнение, которое мы уже ранее нашли 
цля характеристики. Итак, характеристика обладает 
двойным свойством: она служит пересечением двух 
последовательных огибаемых, вписанных в одну и ту же 
огибающую, и одновременно является пересечением 
двух последовательных огибающих, описанных около 
одной и той же огибаемой 

Легко проверить этот результат на всех поверхно- 
стях, способы образования которых мы изучили; мы 
это сделаем, взяв для’ примера поверхности вращения. 

Поверхность вращения есть огибающая последова- 
тельности сфер, центры которых находятся на оси и 
радиусы которых изменяются по некоторому закону. 
Для одной и той же поверхности вращения, т. е. для 
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одной и той же огибающей, линия, по которой пе- 
ресекаются две послеловательные сферы, есть, оче- 
видно, окружность, плоскость которой перпенликулярна 
к оси и центр которой лежит на оси. Если прелполо- 
жить затем, что кривая, служащая меридианом поверх- 
ности, начинает изменяться, то образуется новая 
поверхность вращения; если она пересечет первую, то 
линией пересечения булет, очевидно, снова окружность, 
плоскость которой будет перпендикулярна к оси и центр 
которой находится на оси. Эта окружность, осью 
которой служит постоянная по положению прямая, 
и есть характеристика поверхностей вращения вокруг 
этой самой прямой. Как мы видим, эта характеристика 
является в одно и то же время и пересечением 
двух последовательных сфёр, вписанных в одну и 
ту же огибающую, и нересечением двух последо- 
вательных огибающих, описанных вокруг одиой и 
той же сферы. 


Второй СПОСОБ, УРАВНЕНИЕ В КОНЕЧНЫХ 
КОЛИЧЕСТВАХ. 
Уравнение прямой конической поверхности с круго- 
вым основанием, вершина которой иаходится в гори- 
зонтальной плоскости и ось котФрой вертикальна, 


имеет вид: 
22 == а? [(х — р -- (у—1)], 


где аи В суть коорхинаты вершины, и а есть тангенс 
угла, который сторона конуса образует с горизон- 
тальной плоскостью. Если уравнение кривой, которую 
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должна пробежать вершина в горизонтальной плоскости, 
представить в виде: 


у— м, 
то будем иметь: 
В = а 
и общее уравнение огибаемой будет: 
22 — а? [(х — а} | (у— фа}; (А) 


диференцируя его последовательно три раза в предпо- 
ложении, что д — единственное переменное, получим три 
уравнения: 


о— ау —фа-=0, ы. 
(уУ— фа) 9’а— 1 — ($'а)? =0, (©) 
(у— фа) +"а — Зр'ау"”а = 0, (2) 


из которых выводятся, как мы видели, уравнение оти- 
бающей, уравнения ее характеристики и уравнения ее 
ребра возврата. Если бы требовалось определить вид 
функции ф такнм образом, чтобы индивидуальная 
огибающая проходила через данную кривую или опо- 
ясывала данную поверхность, то, мы сделали бы это, 
пользуясь тем метолом, который был нами изложен на 
примере поверхностей круговых каналов. 

Заканчивая рассмотрение поверхностей, у которых 
линия наибольшего спуска есть прямая постоянного 
наклона, мы укажем одно замечательное свойство, ко- 
торым все эти поверхности обладают по отношению 
к квадратуре. Так как касательная плоскость к каж- 
дой из этих поверхностей образует всегда один и 
тот же угол с горизонтальной плоскостью, то пло- 
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щаль каждого элемента находится с площадью его го- 
ризонтальной проекции в постоянном отношении, рав- 
ном отношению радиуса к косинусу [угла] наклона ка- 
сательной плоскости*). Отсюда следует, что площадь 
конечного куска этой поверхности, ограниченного 
какой-либо кривой, подчиненной или не подчиненной 
закону непрерывности, относится к площади своей 
горизонтальной проекции, как радиус к косинусу 
постоянного наклона поверхности. Таким "образом 
квадратура этой поверхности зависит только от квад- 
ратуры плоской кривой. 

Этим свойством обладают только рассматриваемые 
нами поверхности; его можно считать одним из ха- 
рактерных для поверхности свойств и пользоваться 
им в качестве ее определения. 


$ 1х 


О КРИВОЙ ПОВЕРХНОСТИ, КОТОРАЯ ОГИБАЕТ ПРО- 

СТРАНСТВО, ПРОБЕГАЕМОЕ НЕКОТОРОЙ КРИВОЙ 

ПОВЕРХНОСТЬЮ ПОСТОЯННОЙ ФОРМЫ, КОТОРАЯ 

БЕЗ ВРАЩЕНИЯ ДВИЖЕТСЯ ВДОЛЬ НЕКОТОРОЙ КРИ- 
ВОЙ ДВОЯКОЙ КРИВИЗНЫ. 


Представим себе, что некоторая данная кривая по- 
верхность постоянной формы движется вдоль некото- 
рой кривой, не испытывая вращательного движения, 
т. е. таким образом, что две плоскости, не парал- 
лельные между собой и неподвижные относительно 
поверхности, остаются всегда параллельными во время 
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движения каждая самой себе; тогда поверхность, ко- 
торая булет огибать пространство, пройденное данной 
поверхностью, будет обладать некоторым свойством, 
не зависящим от кривой, направляющей движение оги- 
баемой, и уравнение, выражающее это свойство, бу- 
дет уравнением этой поверхности. Это-то уравнение 
мы и найдем. Мы начнем с простых случаев и прел- 
положим сначала, что огибаемая движется вдоль плос- 
кой кривой, начерченной на одной из плоскостей про- 
екций, например на плоскости х, у, которую мы бу- 
дем считать горизонтальной. 

Так как кривая, направляющая движение огибаемой, 
плоская и горизонтальная, то, если через некоторую 
точку огибающей провести касательную плоскость 
к этой поверхности, если затем, рассматривая огибае- 
мую в первоначальном положении, для которого 
мы имеем ее уравнение, провести к ней касательную 
плоскость, параллельную первой, то точка касания 
этой последней плоскости будет той точкой огибаемой, 
которая при движении прилет в совпадение с точкой, 
взятой на огибающей. Эти две точки касания должны, 
следовательно, быть на одной и той же высоте, како- 
ва бы ни была при этом кривая, которая направляет 
движение. Если теперь данное уравнение огибаембй, 
рассматриваемой в первоначальном положении, пред- 
ставим в виде: 

2==Е(х, У) 
и через Р’(х, у) и Р”(х, у) обозначим коэфициенты 
при 4х и @у в уравнении, получениом диференциро- 


ПРИЛОЖЕИИЕ АНАЛИЗА К ГЕОМЕТРИИ 143 


ванием данного уравнения огибаемой, то после дифе- 
ренцирования будем иметь: 
4г=Р(х, у) ах -- Р"(х, у) ду; 

далее, пусть х’, у, 2' — координаты точки касания 
огибаемой, а х, у, 2 — координаты точки касания оги- 
бающей *); тогда будем иметь: 

2'==Р(х', У); 
условие параллельности двух касательных плоскостей 
даст два уравнения: 

р=Р' (МУ), а==Р (У), 
и Так как две точки касания должны быть ва одной 
и той же высоте, то булем иметь: 
2=2. 

Эти четыре уравнения имеют место одновременно во 
всех точках огибающей, т. е. каковы бы ни были 
значения х’, у", 2'; из этого следует, что если исклю- 
чить эти три количества из четырех уравнений, то резуль- 
тирующее уравнение, которое необходимо будет вила: 

Кг, р, 9) =0, (а) 
будет уравнением искомой огибающей. 

Когда мы будем изучать теорию интегрирования 
уравнений в частных диференциалах **), мы увидим, 
что, обратно, всякое уравнение вида: 

] (2, р, 9) =0 
есть уравнение поверхности, которая - огибает про- 
странство, пробегаемое иекоторой кривой поверхиостью 
постоянной формы, которая без вращения движется 
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вдоль некоторой плоской и горизонтальной кривой. 
Предметом этой теории является операция, обратная 
той, которую мы только что проделали; она состоит 
в определении вида функции РА, предполагающейся не- 
известной, по виду функции Х, предполагающейся лан- 
ной; ибо из предшествующего очевидно, что уравнение 
огибающей в конечных количествах есть результат 
исключения неопределенного количества @ из уравнения: 
—=Р(х— а, у— ча) (А) 
и уравнения (В), полученного его диференцированием 
в предположенни, что @ — единственное переменное; 
здесь фа есть произвольная функция, и у==фх есть 
уравнение некоторой горизонтальной кривой, напра- 
вляющей движение огибаемой. Если уравнение 


2, р, 9) =0 (а) 
дано, Т. е. если известен вид функции Х, то легко 
найти уравнение характеристики. Мы видели, что если 
уравнение, полученное лиференцированием уравнения 
(а) в предноложении, что переменными являются толь- 


ко ри 4, есть 
Рар- 9449 =0, 
то уравнение характеристики есть 
Рау — дах==0. (5) 
Но в случае, о котором идет речь, можно получить 
уравнение характеристики независимо от уравнения (а) 
и от выда фувкции /. Действительно, если мы опи- 
шем около огибающей некоторую горизонтальную ци- 
линдрическую поверхность, которая коснется огибающей 
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по кривой линии, то эта кривая касания, очевидно, 
булет искомой харайтеристикой; ибо, будучи каса- 
тельной к огибающей, цилиндрическая поверхность 
булет также касатедьной к двум последовательным 
огибаемым и будет содержать кривую, по которой 
пересекаются эти две огибаемые*). Но общее уравне- 
ние горизонтальной цилиндрической поверхности есть 


р=%9, 
гле ® есть постоянное, ук&зываю\цее направление ци- 
линдрической поверхности; так как характеристика 


должма находиться на этой поверхности, то будем 
иметь для нее второе уравнение: 

р=094, 
в котором ® есть постоянное, значение которого ха- 
рактеризует положение этой кривой. 

Рассуждая таким же образом, найдем, что если ли- 
ния, направляющая движение огибаемой, есть кривая, 
начерченная на плоскости Х, г, то уравнение огибаю- 
шей будет результатом исключения двух количеств 
х,у из трех следующих уравнений: 

р-=Р'(х, У), 

==" (х', У), 

у==У 
и булет, следовательно, иметь вид: 

Ду, р, 9) =0,, (а) 
гле функция / имеет иной вил, чем в предыдущем 
случае. Обратно, всякое уравнение предыдущего вида 
10 Г. Монж. 
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есть уравнение поверхности, которая огибает про- 
странство, пробегаемое кривой `поверхностью постоян- 
ной формы, которая без вращения движется влоль 
плоской кривой, начерченной на плоскости х, г. 

Уравнение характеристики можно также найтн не- 
зависимо от вида функции Г, ибо эта кривая нахо- 
дится на цилиндрической поверхности, параллельной 
плоскости х,=г и описанной около огибающей. Ее 
уравнение, следовательно, есть: 

ры— о, 

гле ® есть постоянное, определяющее каждую ха- 
рактеристику. 

Уравнение огибающей в конечных количествах есть, 
очевидно, результат исключения неопрэделенного ко- 
личества @ из уравнения: 


#—а==Р(х— фа, у) (А) 


и уравнения (В), полученного диференцированием (А) 
в предположении, что ая — единственное переменное. 

Точно так же, если кривая, которая направляет дви- 
жение огибаемой, начерчена на плоскости у, 2, то 
уравнение огибающей будет результатом исключения 
двух количеств х’, У из трех уравнений: 


р=' (х', У), 


4=Р”(х', У), 
х=м, 


| будет, следовательно, вида: 
Ах, р, 9) =0; (а) 
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уравнение характеристики будет: 
9—9, 
и уравнение огибающей в конечных количествах будет 
результатом исключения неопределенного количества х 
из уравнения 
2—@а==Р(х, у— 94) (А) 

и уравнения (В), полученного диференцированием (А) 
в предположении, что а — единственное переменное. 

Перейлем, наконец, к общему случаю. Преяполо- 
жим, что кривая, которая направляет движение огиба- 
емой, начерчена на некоторой данной кривой поверх- 
ности, уравнение которой представим в виде: 


Г(х, у, 2) =0, 


гле Г обозначает данную функцию трех переменных 
х, у, г. Так как огибаемая не имеет никакого враща- 
тельного движения, то каждая из ее точек описывает 
одну и ту же дугу одной и той же кривой; но эта 
дуга для различных точек движущейся поверхности 
смещается без вращения в различные части простран- 
ства. Если проведем к огибающей и к огибаемой, 
рассматриваемой в первоначальном положении, две 
параллельные между собою касательные плоскости, 
что даст два уравнения: 


р==Е'(х', У), 9==Е”(х, У), 
то точка касания огибаемой будет той из точек этой 
поверхности, которая при лвижении придет в совпа- 
дение с точкой касания огибающей; три количества 
10* 
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х—', У— У, 2—2 будут соответственно равны 
трем координатам олной из точек поверхности, на коте- 
рой начерчена кривая, направляюцдая движение. Между 
этими тремя количествами будем иметь уравнение: 


Г (х—х, уу, 2—2) =0; 

с другой стороны, мы имеем по предположению между 
тремя координатами точки касания огибаемой уравнение. 
2 == (х, У). 

Эти четыре уравнения ‘должны иметь место одновре- 
мённо для всех точек огибающей и, следовательно, для 
всех точек огибаёмой, т. е. каковы бы ни были зна- 
чения х’, у", 2’; отсюда следует, что если исключить 
эти три количества, то результирующее уравнение, 
содержащее х, у, 2, р\и 9, будет искомым уравне- 

нием огибающей. 

Предположим, что из двух первых уравнений и 
последнего определены значения х’, У’, 2' через р и 
9 и что эти значения суть: 


х' == (р, 9), 
У = Еф, 9), 
#=Е (р, 9); 


подставляя их в третье уравнение, найдем, что урав- 
нение огибающей может быть представлено в виде: 


Г[х —Л(р, 9, у— Еф, 9), 2—2, 49)]==0, (а) 
в котором три функции Х №, Е отнюдь не независимы, 
но связаны между собою некоторым соотношением, 
которое легко обнаружить, 
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Действительно, какова бы ни была природа огибае- 
мой и той поверхности, на‘которой начерчена кривая, 
направляющая движение, т. е. каков бы ни был вид 
функций Ри Г, очевидно, что если из трех коли- 
челв х—х', у—у, 2—2 или трех следующих, 
им соответственно ‘‘равных, х— ИФ, 9), у— Кр, 9), 
=2— (р, 9) какие-нибудь два мы предположим постоя- 
ными, что фиксирует точку, рассматриваемую на оги- 
бающей, то третье необходимо должно быть также 
постоянным. 

Поэтому если выражения, полученные диференци- 
рованием двух из них, равны нулю, то такое же вы- 
ражение для третьего также должно быть равно нулю; 
слеловательно, должны иметь место одновременно три 
следующие уравнения: 


ах —ар, 9) =0, 
у — аЁ(р, 9) = 0, 
рах + ч4у—аЕ(р, 9) = 0; 


притом эти три уравнения должны иметь место, 
каковы бы ни были значения 4х и 4у, которые 
произвольны следовательно, если из этий трех 
уравнений исключить 4х и @4у, то результирующее 
уравнение' 


Е (р, 9) = Р4/(р, а) + 94, 4) 


выразит условие, которому должны удовлетворять три 
функции Х Ь.Е*). 
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Итак, если мы имеем одно уравнение в частных 
диференциалах первого порядка вида: 


Г[х — (р, 9), У— р, 9), 2—Е(р, 9)] =0, (а) 
где Г обозначает некоторую данную функцию трех 
количеств, а три функции № Ё Е удовлетворяют 
условию: 

АЕ = ра!- 44% 
то это уравнение будет уравнением поверхности, ко- 
торая огибает пространство, пробегаемое другой кри- 
вой поверхностью постоянной формы, которая без 
вращения движется влоль некоторой кривой, начер- 
ченной на третьей данной кривой поверхности, урав- 
нение которой есть 
Г(х, у, 2)=0. 


Что касается уравнения огибаемой, то его легко 
вывести из предполагаемого данным уравнения (а) оги- 
бающей. Действительно, огибающая может всегда сов- 
палать с огибаемой; они совпадут, если для всех их 
точек имеем одновременно: 

хм 0, уу =0, 2—-==0, 


или, что сводится к тому же, если имеем три сле- 
дующие уравнения: 


х—У (р, 9) =0, 
у—1 (р, 9) =0, 
#—Е(р, 9) == 0. 


Эти три уравнения должны теперь иметь место для 
всех точек огибающей и, следовательио, каковы бы 
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ни были значения р и 9; отсюда следует, что, если 
исключить -из них эти два количества, то полученное 
уравнение в переменных х, у, 2 
#==Р(х, 5) 
булет уравнением огибаемой, рассматриваемой в ее 
первоначальном положении. 
Если в полученном уравнении мы уменьшим коор- 


динаты х, у, = соответственно на количества а,. фа, Фа, 
где ф и ф обозначают произвольные функции, что даст: 


=—а=Р(х— фа, у— фа), 
то мы получим уравнение огибаемой, перенесенной 
вдоль некоторой кривой двоякой кривизны вплоть до 
той точки этой кривой, которая соответствует 2—4; 
если' затем мы исключим одну из двух функций фа, 
фа посредством уравнения: 


Г (за, фа, а) =. 0, 


то этим мы потребуем, Чтобы кривая, направляющая 
движение, лежала на данной поверхности. Наконец, 
если исключим @ из результирующего уравнения по- 
средством уравнения, полученного его -лифгренцирова- 
нием, в предположении, что & — единственное перёмен- 
ное, то будем иметь уравнение огибающей в конечных 
количествах и, следовательно, интеграл уравнения (а). 

До сих пор мы предполагали, что кривая, которая 
направляет движение огибаемой, была начерчеиа на 
данной кривой поверхности; если эта. кривая со- 
вершенно произвольна в своих двух проекциях, то 
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образование огибающей также может быть выражено 
аналитически; но она может быть сделана совершенно 
независимой от произвольных функций только с по- 
мощью частных диференциалов второго порядка. Мы 
скоро займемся такими диференциалами и будем иметь 
случай нзучить эту самую поверхность еще более 
общим образом. 

Так как эти исследования начинают становиться 
сложными, то следует, мы полагаем, разъяснить их на 
простом примере. 


ПРИМЕР. 


Дана поверхность вращения вокруг оси 2; урав- 
нение этой поверхности, как мы видёлё, будет: 


2=П (х*-- у), 


где Ц обозначает данную функцию; проведем на 
этой поверхности какую-либо кривую и предполо- 
жим, что некоторая сфера постоянного радиуса 
Овижется таким образом, что ее центр описывает 
эту кривую. Найти уравнение поверхности, кото- 
рая огибает пространство, пробегаемое сферой, не- 
зависимо от природы кривой, пробегаемой центром. 


Если обозначим через а постоянный радиус огибае- 
мой сферы, то уравнение поверхности этой сферы, рас- 
сматриваемой: в ее первоначальном положении, будет: 


ЖЗ 2-1 22 — а2; 
и 


два уравнения, выражающие, что касательные плоско- 
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сти к сфере и к огибающей параллельны между 
собой, будут: 


ый —х. 
уз — ху? ь 
те ВИ 
й Иа — 8 — у 
уравнение, выражающее, что две точки касания сов- 
падают в некоторый момент движения, будет: 


2—2 = Их —--9—У 
исключая х’, У’, 2’ из этих четырех уравнений, мы 
должны получить искомое уравнение. 


Если мы бпределим из трех первых уравнений зна- 
чения. х!, у', =', то будем иметь: 


р 


— ар 
Ут’ 
— а 
у 
У 2+ 41° 
ПЕ В 
Ичете 


№! — 


полагая 
1+, 


получим уравнение искомой огибающей: 
а _ ар 2 29 \2 
рый (++. 
Это уравнение соответствует уравнению (а) в общем 


случае; ибо в данном частном случае имеем: 
— ар — @а4 


1—=—- ——— Е = 


в} вы 


4 


7: ; 
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выполняя диференцирования, мы иайдем, что уравне- 
ние вышеуказанного условия 


а а 
4. =— ра. - да. 


тождественно удовлетворяется. 

Пусть уравнение. в частных диференциалах, которое 
мы нашли, дано и из него нужно вывести уравнения 
огнбаемой и огибающей в конечных количествах, пред- 
полагая, что последние неизвестны; сначала мы полу- 
чим уравнение огибаемой, исключая р и 9 из трех 
уравнений: 


х==9Р, 
= 294 
На 
—_@. 
2=-; 


это легко выполнить, возвышая в квадрат эти три урав- 
нения и складывая их, что даст: 


У — 22; 
затем получим уравнение огибающей, исключая а из 
уравнения: 


к — а-- а - {2 — Па (рад 2 — а, (А) 


и того, которое получится его лиференцированием 
в предположении, что а единственное переменное. 

Мы ограничимея пока тем, что нами сказано об 
образовании кривых поверхностей, которые могут 
быть выражены при помощи частных диференциалов 
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первого порядка, и перейдем к поверхностям, которые 
требуют частных диференциалов второго порядка; но, 
изучая последние, мы будем иметь еще много случаев 
встречаться.с поверхностями первого типа. 


5х 


С ПОВЕРХНОСТИ, ПРОИЗВЕДЕННОЙ ДВИЖЕНИЕМ 
ПРЯМОЙ, КОТОРАЯ ОСТАЕТСЯ ПАРАЛЛЕЛЬНОЙ 
НЕКОТОРОЙ ПОСТОЯННОЙ ПО ПОЛОЖЕНИЮ 
ПЛОСКОСТИ. 


Представим себе в пространстве две параллельные 
кривые двоякой кривизны и положим, что прямая, 
оставаясь параллельной неподвижной плоскости, двн- 
жется так, что она все время опирается на эти две 
кривые; таким образом характер движения этой пря- 
мой будет определен, и кривая поверхность, образо- 
ванная движением прямой, уже в силу того только, 
что она получена указанным образом, будет облалать 
некоторым свойством, не зависящим от природы обеих 
кривых, которые направляют движение прямой; анали- 
тическое выражение этого свойства ласт общее урав- 
нение поверхностей, полученных с помощью указан- 
ного способа образования. 

Выражение этого свойства может быть получено 
в трех различных видах: 1) оно может не содержать 
никакого признака, характеризующего вид обеих на- 
правляющих кривых; тогла оно содержит частные ди- 
ференциалы второго порядка и не заключает в себе 
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никаких, произвольных функций; 2) оно может содер- 
жать признаки только одной из двух направляющих 
кривых, тогда оно может быть выражено в частных 
диференциалах первого порядка, но тогда оно содер- 
жит одну произвольную функцию, и последняя может 
входить двумя существенно различными способами; 
3) наконец, оно может содержать только конечные 
количества: в этом случае оно содержит нризнаки 
обеих направляющих и заключает в себе две произ- 
вольные функции. Мы выведем уравнения всех этих 
видов в том порядке, в котором мы их перечислили 

Подобно тому, как мы обозначаем для сокращения 
через р и 4 частные диференциалы первого порядка 
ординаты 2, так что имеем: 


4г==рах-- 9 ау, 
мы будем в дальнейшем обозначать через г, $, Ё част- 
ные диференциалы второго порядка, так что будем 
иметь уравнения: 

ар==гах + з ау, 

49 = зах + ау. 


Из этих уравнений мы усматриваем тот известный 
факт, что коэфициент при @&у в диференциальном 
выражении*) р— тот же, что и коэфициент при @х в 
диференциальном выражении 9. Следовательно, мы 
будем иметь также 


а4г ==гах? -1 25 ах ау | #4у. 


Поскольку три количества х, у, = рассматоиваются как 
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координаты кривой поверхности, что имеет место всегда, 
когда они связаны между собой только одним урав- 
нением, то какие-нибудь два из них, например хи у, 
могут всегда считаться независимыми, их приращения 
ах и ау являются таким образом вообще незазиси- 
мыми и произвольными. Когда нам приходится рассмат- 
ривать несколько таких приращений последовательно, 
мы вправе давать каждому из приращеннй ряд произ- 
вольных значений; нужно только ввести в вычисление 
тот закон, который определяет значение каждого из 
приращений Этого ряда. Наиболее ‘простой закон со- 
ответствует предположению, что 4х и ау постоянны; 
мы вводим этот закон в вычисления, полагая, 
что 44х-==0 и аду=0; вот почему эти ‚вторые 
диференциалы войдут в дальнейшие исследования 
только тогда, когда мы будем говорить, о кривых 
двойной кривизны. 


1 


Поверхность, которую мы будем рассматривать, об- 
лалает, ' очевидно, следующими свойствами: 1) если че- 
рез некоторую точку этой поверхности провести об- 
разующую прямую и касательную плоскость, то плос- 
кость пройдет через прямую; 2) еслн точка переме- 
щается по поверхности, но не сходит с одной и той же 
образующей, то новая касательная плоскость, также 
проходящая через эту образующую, пересечет первую 
по самой образующей. Это-то свойство мы и должны 
выразить, 
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Пусть х, у, 2 координаты точки, рассматриваемой 
на поверхности, а х’, у', 2' — координаты произволь- 
ной точки некоторой плоскости; пусть 

Аж + Ву! -- СА —0 
есть данное уравнение той неподвижной плоскости, 
проведенной через начало, которой образующая должна’ 
„быть всегда параллельна. Уравнение касательной плос- 
кости к поверхности, как известно, имеет вид: 


р(х—х) 9 (у— у) — (2—2) = 
Если через ту же точку на поверхности провести плос- 
кость, параллельную неподвижной плоскости, то ее 
уравнение будет: 
А(х— Е В—У) + Се— 2) =0, 
и эти два уравнения будут уравнениями образующей, 
проходящей через рассматриваемую точку. 

Если точка касания изменит положение на поверх- 
ности, то каково бы ни было при этом направление 
ее движения, новая касательная плоскость пересечет 
первую по прямой, уравнение которой мы получим, 
диференпируя уравнение касательной плоскости в пред- 
положении, что ни х, ни у, ни = не подвергаются 
изменению; это даст уравнение: 


(Ех) (гах +5) (важ Е4у) ==0, 
В котором значение — зависит от направления дви- 


жения точки касания. Но если мы хотим, чтобы эта 
точка не сходила с. плоскости, параллельной непо- 
движной плоскости, то количества 4х, ду, 4= должны 
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быть связаны между собой соотношением, получаемым 
из уравнения этой плоскости; следовательно, должно 
удовлетворяться уравнение, полученное диференциро- 
ванием уравнения плоскости, в. предположении, что 
х', у’, = — постоянные, т. е. мы должны иметь: 


дах-- Вау С(рах--94у) = 0, 
откуда можно определить значение Е. . Так как пере- 


сечение двух последовательных касательных плоскостей 
должно совпадать с образующей, то зиачения х\ у’, 2' 
должны быть одни и те же для этих. четырех уравне- 
ний; но эти уравнения должны иметь место для всех 
точек поверхности и, следовательно, для произволь- 


а 
ных значений х, у, 2 и -®. Следовательно, если ис- 
° ах ) 
ключить три количества 


х—х уу ау 


то результирующее уравнение 
(Са -- В)" — 2 (С4 -- В) (Ср + А) 5 | (Ср-- А} Е--=0 


будет уравнением искомой поверхности во вторых 
частных диференциалах, входящих в него линейно. 
Если даиная плоскость нараллельна оси 2, то мы 
имели бы в данном уравнении этой плоскости С=0 
и уравнение во вторых диференциалах имело бы вид: 


В? — ЗАВ + 4% -— 0, 
где все коэфициенты постоянны; казалось бы, что 
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вследствие простоты этого уравнения мы должны были 
начать наши новые исследования именно с него, но 
мы считали, что следует придать этим исследованиям 
сразу полную общность, ибо она не влечет за собой 
никаких затруднений. 

Поверхности, заданные уравнением во вторых ди- 
ференциалах, облалают характеристиками, так же как 
поверхности, заданные уравнениями первого порядка, 
и уравнение характеристики может быть всегда полу- 
чено из заданного диференцнального уравнения об- 
щим методом, к изложению которого мы перейдем. 


О ХАРАКТЕРИСТИКЕ ПОВЕФХНОСТЕЙ, УРАВНЕНИЕ 
КОТОРЫХ СОДЕРЖИТ ВТОРЫЕ ДИФЕРЕНЦИАЛЫ. 


Какова бы ни была кривая служащая образующей 
поверхности, и каково бы ни было положение, в ко- 
тором мы ее рассмафоиваем, эта кривая пересекает 
каждую из иаправляющих кривых в некоторой точке; 
через каждую из этих точек проведем касательную 
к соответствующей направляющей, затем возьмем для 
какой-либо другой поверхности, образованной тем‘же 
способом, две новые направляющие так, чтобы каж- 
дая из них касалась соответствующей . направляющей 
в той точке, через `которую проходит образующая; 
таким образом две касательные окажутся общими для 
старых и новых направляющих. Очевидно, что обе 
полученные таким образом поверхности будут касаться 
друг друга на всем протяжении образующей: они. 
будут иметь, следовательно, общую линию, которая 
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останется неизменной, в то время как все то, что харак- 
теризует индивидуальную поверхность, испытывает из- 
менение; эта линия, следовательно, будет характери- 
стикой*). Поэтому, чтобы получить уравнение этой об- 
щей линии, нужно дифереицировать уравнение поверх- 
ности, изменяя только параметр, значение которого 
характеризует индивидуальную поверхность. Но так 
как общая лнния есть линия касания на всем своем 
протяжении, то пять количеств х, у, 2, р, @ имеют одни 
и те же значення для обеих поверхностей и не меняются, 
когла изменяется параметр; три других количества /, $, 
1 — единственные, которые от него зависят. Следова- 
тельно, чтобы диференцировать уравнение поверхности, 
нзменяя только параметр, нужно при днференцировании 
счнтать переменными только л, 5, #. Пусть уравнение, 
полученное в результате диференцирования, есть: 


Юг + $45 {+ Та =0. 


Так как количества р и 9 — одни и те же для обеих 
поверхностей, то выражения, полученные их дифереи- 
цированием, произведенным таким же способом, должны 
быть равны нулю. 
Это дает: 
агах { 4; 4у =0, 
азах + @&4у =0. 


Наконец, эти три уравнення должны иметь место на 
всем протяжении линии касания и, следовательно, ка- 


аг ЧЕ 
ковы бы ни были значения а и Я} если исключим 


И с. Монж 
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эти два количества из трех уравнений, мычтолучим об- 
щее уравнение второго порядка характеристики по- 
верхности в виле: ` 
Юау? — $ ахау | Тах —0. 
Это уравнение является алгебраическим уравнением 


а 
второй степени относительно а! отсюда следует, что 


в каждой точке поверхности для характеристики, про- 
ходящей через эту’ точку, будем иметь два значения 


а 
5 т. е. характернстика имеет в этой точке две раз- 


личные касательные; эта точка, следовательно, есть 
двойная точка этой кривой. 

Во всех тех случаях, когда найденное нами уравне- 
ние содержит два линейных рациональных относн- 


ау 
тельно ах множителя, существуют две независимые 


друг от друга характеристики, для каждой из которых 
можно получить ее инднвидуальное уравнение; в об- 
щем случае эти две характеристики представляют со- 
бою две ветви одной и той же кривой, и они всегда 
пересекаются в рассматриваемой на поверхности точке. 

В частном случае для поверхности, которой мы за- 
нимаемся, имеем: 


Ю— (Са + В}, 
$=— 2(Са- В) (Ср + 4), 
Т= (Ср + АР, 


и, следовательно, уравнение характеристики есть: 
(Са В)? ау? + 2(С4 + В) (Ср + А) ах ау-- 
-|- (Ср-- дах? =0; 
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оиб может быть представлено в следующем виде: 
(дах |- Вау Саг} =0. 
Это уравнение имеет два линейных рациональных мно- 
жителя, но так как эти множители равны между со- 
бою, то обе характернстнки всюду совпадают и имеют 
одно и то же уравнение: 
Аах-- Вау Са2=09, 
ннтеграл которого есть 
Ах - Ву - Сг == а, 


где а есть постоянное, которое, изменяясь от одиой 
характеристики к другой, определяет положение этой 
крнвой. Это уравнение есть уравнение плоскости, па- 
раллельной заданной плоскости; слеловательно, харак- 
теристика есть не что иное, как сама образующая *). 


И 


Чтобы найти два уравнения в частных диференциа- 
лах первого порядка, проведем через некоторую точку 
на поверхности: 1) касательную плоскость, 2) плос- 
кость, параллельную заданной плоскости; уравнения 
этих двух плоскостей будут: 


р(х—х) +90 —у) —@—2)=0, 

А(х— м В(у— у) С(2— 2) ==0. 
Очевидно, что если точка движется по поверхности, 
вследствие чего будет меняться положение касательной 


плоскости, то, пока эта точка не выйдет из второй 
1* 
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плоскости, обе плоскости будут пересекаться по одней 
и той же прямой. Нужно, следовательно, выразить, что 
если вторая плоскость постоянна, то прямая пересече- 
ния также будет постоянной. Но эта прямая, находясь 
на постоянной плоскости, сама будет постоянной, если 
постоянна одна из ее проекций; следовательно, 
достаточно выразить, что одна из проекций прямой 
и вторая плоскость одновременно постоянны по 
положению. 

Вторая плоскость будет иметь постоянное пояоже- 
ние, если количество Ах -- Ву-|- С2 постоянно. Обо- 
‘значив это количество через ©, будем иметь: 


а-== Ах-|- Ву-- Сг. 


.Уравнение проекции прямой на плоскость х, 2 по- 
лучим, исключая у из уравнений двух плоскостей; это 
уравнение будет: 


ха НТ, 
В котором имеем * 
_ 649+ В 
—  Вр- 44’ 
— _В@- ху ч 
т Вр— 44 - 


Итак, если @ постоянно, то два количества Виу 
должны быть также постоянными; но между а, В, 1. 
имеется соотношение, в силу которого, если два из них 
постоянны, третье обязательно должно быть также по- 
стоянным, т. е. если 4а==0и 48 =0, то и 4] =0, 
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Это легко проверить диференцированием; достаточно 
поэтому сказать, что из трех количеств‘какие-нибудь два 
одновременно постоянны и одновременно переменны, 
т. е. одно есть функция другого; нтак, одно из уравне- 
ний в частных диференциалах первого порядка будет: 


С + В 

Вр дв.-= 9 [Ах | Ву | С2]. 
Применяя аналогичный прием для двух лругих проекций, 
найдем еще два уравнення: 


Соя == ф[Ах-| Ву + С. 


СЕ т[Ах + Ву Са, 
из которых какое-нибуль одно есть необходимое след- 
ствие двух лругих: таким образом два из этих трех 
уравнений, например два первых, будут уравнениями 
искомой поверхности в Частных диференциалах пер- 
вого порядка. 

Если считать функции ф, Ф, п произвольными, т. е. 
могущими принимать всевозможные виды, то каждое 
из трех последних уравнений обладает той же степенью 
общности, что и уравнения во вторых диференциалах, 
и любые два из них являются интегралами первых. 

Если бы какое-нибудь одно из трех уравнений в пер- 
вых частных диференциалах, которые мы только что 
нашли, было дано, причем входящая в него функция 
могла бы быть данной или произвольной, и требо- 
валось бы ‘найти уравнение характеристики кривой 
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поверхности, то следовало бы, как мы вндели, дифе- 
ренцировать это уравненне, считая р и 4 единствен- 
ными переменными; результат диференцирования был 
бы получен в форме Рар-- 944==0 и уравнение 
Рау— О4ах =0 было бы искомым. Но если диферен- 
цировать таким образом каждое из этих трех уравне- 
ний, для каждого из них найдем: 


Р=С-В, —О9=СрА; 


следовательно, уравнение характеристнки для любого 
из трех уравнений имеет вид: 


(Са -Е В) 4у- (Ср- А) ах==0, 
или, что то же: 
Аах-+ Вау-+ Саг==0. 


Это же уравнение мы нашли из уравнения во вторых 
диференциалах. 
Ш 


Наконец, чтобы найти уравнение поверхностн в ко- 
нечных количествах, следует заметить, что если рас- 
`сматриваемая точка движется по поверхности таким об- 
разом, что остается всегда в одной и той же плос- 
кости, параллельной заданной, то она будет двигаться 
по прямой линии, т.е. будет оставаться всегда в некото- 
рой другой плоскости, проходящей через начало. Пусть 


2=ах-- Ву 


есть уравнение последней плоскости; если коли“ 
чество Ах -|- Ву-- С2 =а постоянно, что выражает, 
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что точка остается в одной и той же плоскости, па- 
раллельной заданной плоскости, то количества а и В 
должны быть оба постоянными, т. е. каждое из этих 
двух количеств должно быть функцией а; .следова- 
тельно, искомое уравнение имеет вид: 


= ху (Ах + Ву-|- С) - УФ (Ах-+ Ву + СА, 


гле функции ф и Ф произвольны; они не тожде- 
ственны функциям, которые мы обозначали теми же 
буквами в уравнениях в первых лиференциалах, хотя 
и зависят от этих функций. 

Это уравнение обладает той же степенью общности, 
что и уравнение во вторых диференциалах и что каж- 
дое из трех уравнений в первых диференциалах, и оно 
является их общим конечным интегралом. 


ту 

Даны в пространстве две произвольные кривые 
Овоякой кривизны; найти среди всех поверхностей, 
образованных движением прямой, остающейся всегда 
параллельной заданной неподвижной плоскости, та- 
кую поверхноегть, которая проходит одновременно 
через обе кривые. 

Задача, очевидно, состоит в том, чтобы определить 
в общем уравнении этих поверхностей 


2== 2 (Ах + Ву-- С2) -- уф (Ах + Ву-- С:) 


вид произвольных функций фи ф так, чтобы это урав- 
нение обратилось в уравнение искомой индивидуальной 


поверхности. 
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Пусть 

Р(х, у, 2) =0, (А) 

Их, у, 2) =0, (В) 
— данные уравнения первой кривой, и 

Е(х, у, 2) =0, (С) 

Их, у, 2) =0 (р) 
— уравнения второй; если положим 

Ах-| Ву + Сё = и, (Е) 

то общее уравнение поверхности примет вид: 

2 == жфи + уфи. (Е) 


Так как поверхность должна пройти через первую 
кривую, то четыре уравнения (А), (В), (Е), (Е) дол- 
жны удовлетворяться координатами каждой из точек 
этой кривой; следовательно, исключая из четырех 
уравнений три количества х, у, 2, мы получим первое 
уравнение между и, фи, фи: 


Г (и, фи, фи) =0, (©) 


которому должны удовлетворять функции ф иф для того, 
чтобы поверхность проходила через первую кривую. 

Так как поверхность должна пройти через вторую кри- 
вую, то, исключая из четырех уравнений (С), (О), (Е), (Е) 
три координаты х, у, 2, мы получим второе уравнение *): 


Г (и, фи, фи) =0, (Н) 


которому должны удовлетворять функции ф и ф для 
того, чтобы поверхность проходила через вторую 
кривую. Определив из двух уравнений (С) и (Н) 
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выражения фи и Фи через и, мы будем иметь вид 
каждой из этих функций; но можно, и не производя 
этой операции, предполагающей совершенство ана- 
лиза *), исключить из четырех уравнений (Е), (Е), (С), 
{Н) три количества и, фи, Фи, и мы получим урав- 
нение в переменных х, у, 2, освобожденное от всех 
произвольных функций: это и будет уравнение ис- 
комой индивидуальной поверхности. 

Этот способ определения вида двух произвольных 
функций применим во всех случаях, когла обе функ- 
ции ф и Ф составлены из одного и того же количества. 


* 


Даны две кривые поверхности, найти среди 
всех поверхностей, образованных движением прямой, 
всегда остающейся параллельной некоторой посто- 
янной заданной плоскости, такую, которая охва- 
тывает обе эти поверхности, т. е. касается обгих 
по некоторой кривой. 

Задача, очевидно, сведется к предыдущей, если 
найдем на каждой из данных поверхностей кривую 
касания с искомой поверхностью. Пусть 


Р(х, у, 2) =0, (А) 
{С у, 2) =0 (В) 
— уравнения двух данных поверхностей. Для всех 
точек линии касания первой поверхности значения 


количеств х, у, 2, р, 4, !, $, Ё одни и те же, как 
в том случае, если эти точки принадлежат данной 
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поверхности, так и в Том случае, если они принад- 
лежат искомой поверхности *). Если, диференцируя 
уравнение (А), определим значения р, 4, г, $, Ё через 
х, у, 2 и обозначим эти зиачения соответственно 
‘через Р, ©, Ю, В, Т, то точки линии касания суть 
те, для которых будет иметь место уравнение нско- 
мой поверхности во вторых диференциалах, зависящее 
отх, у, 2, Р, 0, В, 5, Т, т. е. второе уравнение ли- 
нии касания будет: 
(Со-- ВВ —2 (СО-| В)(СР-| А) 5- 

+ (СР+ 4)*Т==0. (© 
Так же, если, диференцируя уравнение (В) второй 
данной поверхности, определим значения р, 4", $, Ё 
и обозначим эти значения соответственно через 
Р', ©’, №, 5, Т!, то получим уравнение: 

(СО’- ВУ № —2(С9' -| В)(СР!-| А) 5'-|- 
+ (СР!-- АГ = 0, (5) 


которое будет принадлежать линии касания второй 
поверхности. Теперь, имея для каждой из линий ка- 
сания два уравнения и поступив с ними так же, как 
с уравнениями (А), (В), (С), (О) в предыдущем случае, 
получим уравнение искомой поверхности. Когда гори- 
зонтальная проекция спирального спуска не является 
круговой, то верхняя и нижняя поверхности перил 
являются частными случаями поверхности, которой мы 
занимались, ибо каждая из них образована движением 
прямой, которая, оставаясь постоянно горизонталь- 
ной, все время опирается на две данные кривые **). 
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5х1 


О ПОВЕРХНОСТИ, ОБРАЗОВАННОЙ ДВИЖЕНИЕМ 
ПРЯМОЙ, КОТОРАЯ ВСЕГДА ПРОХОДИТ ЧЕРЕЗ ОСЬ # 


Даны две произвольные кривые двоякой кривизны; 
если мы представим, что некоторая прямая, постоян- 
но проходящая через ось 2, движется таким образом, 
что всегда опирается на эти две кривые, то она об- 
разует поверхность, которая, уже в силу’ одного того, 
что она произведена указанным способом, будет об- 
ладать некоторыми общими свойствами; требуется 
найти для этой поверхности: 1) уравнение во вторых 
диференциалах, 2) два уравнения в первых диферен- 
циалах, 3) уравнение в конечных количествах, каковы 
бы при этом ии были две кривые, направляющие 
движение образующей. 


1 


Через некоторую точку на поверхности проведем; 
1) касательную плоскость, 2) плоскость, проходящую 
через ось 2; лииия пересечения этих плоскостей оп- 
ределит одно из положений образующей, уравнения 
которой будут: 

! г  — 
риф 9@—фУу—@—2)=0, 
1 . 
у(х— х)— х(у—ФУ)=0; 
если вообразим, что эта точка меняет положеиие 


на поверхности, не выходя, однако, из второй пло- 
скости, то новая касательная плоскость пересечет 
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первую снова по той же прямой. Следовательно, нуж- 
но, чтобы координаты х’, у’, 2’ прямой пересечения 
в этих двух уравнениях не изменялись, когда коор- 
динаты х, у, = точки на поверхности меняются, т. е. 
чтобы уравнения, полученные  диференцированием 
этих уравнений в предположении, что х’, у, #{— 
постоянные, также имели место; это дает: 


(7ах-|- $45) (х— х) + вах а @ 


хау=—=уах, 
откуда 
т 
ах’ 


Но уравнение у— и=> (х—^м) приводится к 


ху — му; оно, следовательно, даст: 


И ИЕ 
х' х ах ° 
а 
Подставляя в уравнение ([} вместо е- это значе- 
У-У 


ние и вместо выражение >, будем иметь урав- 


х-х 
нение искомой поверхности: 
вх? -|- 25 ху = 0. 

Мы видели, что’ если уравнение, получающееся 
диференцированием уравнения во вторых диферемциа- 
лах в предположении, что г, $, #& — единственные пере- 
менные, есть 

Юаг-- $4 РТаЕЁ=0, 
то уравнение характеристики есть 
Ю 4у? — 5 ахау + Тах = 0; 
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следовательно, в данном случае уравнеиие этой кри- 
вой будет: 
х? ау? — 2ху ахау-|- узал? =0. 


Это уравнение имеет два равных рациональных 
множителя х4у— удх—=0, интеграл каждого 
из которых у==ах есть уравнение плоскости, 
проведенной через ось 2; а есть произвольное 
постоянное, характеризующее положение этой плос- 
кости. Следовательно, две ветви характеристики 
совпадают, и эта линия, будучи пересечением по- 
верхности с вертикальной плоскостью, проходящей 
через ось х, есть не что иное, как сама образу- 
ющая прямая. 


п 


Мы видели, что касательная плоскость и плос- 
кость, проведенная через ОСЬ 2, уравнения которых 
суть: 

/ / г — 
р(х—х) + 9(у— У) — (&—2) =0, 
жму— ху = 0, 


пересекаются по некоторой прямой, которая не ме- 
няет своего положения, когда точка касания движется 
по второй из этих плоскостей, т. е. когда количество 


х 
-; постоянно; поэтому нужно, чтобы при этом пред- 


положении любые две из трех проекций этой прямой 
были постоянны. Но если исключить последовательно 
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х'.У, 2' из уравнений двух плоскостей, то найлем, 
что уравнения этих трех проекций суть: 

У (рх-Е 4) =2У—уУ(2—рх— 4), 

х' (рх- ду) = 2 и— х(2--рх —4У), 

жму— ху = 0. 
Эти три проекции будут постоянны одновременно 
с, если три количества РЕ РУ 
х Г. х 


=— рх— Чу также постоянны; нужно, следовательно, 
чтобы три последние количества были функциями 


5: . Но если из этих четырех количеств три постоян- 


ны, то четвертое также постоянно, потому что, если 
из четырех выражений, полученных диференцирова- 
нием этих количеств, какие-либо три предположим 
равными нулю, то и четвертое будет равно нулю; сле- 
довательно, достаточно потребовать, чтобы из трех 
последних количеств любые два были функциями 


2. ; следовательно, уравнения 
к =+ (>), 
у 
рх-- 42$ (5), 


2— рх—чу=т(*), 


из которых два первых сволятся, очевилно, к одному, 
представляют два уравнения в первых диференциалах 
искомой поверхности, 
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Если функции $, Ф, п произвольны, то каждое из 
этих уравнений обладает той же степенью общности, 
что и уравнение во вторых диференциалах, и является 
его первым интегралом. 

Если для нахождения характеристики по одному 
из уравнений в диференциалах первого порядка мы 
продиференцируем это уравнение, считая при этом 
ри@ единственными переменными, то для любого из 
трех уравнений мы получим одно и то же уравнение: 


хар-- у4а =0; 


уравнение характеристики, следовательно, есть: 
х4у— уах =0, 


как мы уже нашли раныне из уравнения во вторых 
диференциалах. 


Ш 
Образующая поверхности имеет постоянное поло- 
жениь, если та, проведенная через ось 2 пло:кость, 
в которой образующая постоянно находится, непо- 


. 
движна, т. е. если количество = постоянно; ЯСНО, ЧТО 


в этом предположении любая из проекций этой прямой 
на плоскости х,2 и у, 2 постоянна. Но уравнения 
этих двух проекций имеют вил: 


2=1х-Н В, 2=8у-43; 


следовательно, нужно, чтобы как в одном, так и 
в друхом из этих двух уравнений количества 8, {, 5 


176 ГАСПАР МОНЖ 


были постоянны, когда > постоянно. Слеловательно, 


любое из двух следующих уравнений: 


== (>) + т (2), г (%)-++т (5) 


есть уравнение искомой поверхности в конечных ко- 
личествах. 

Если три функции 9, ф, п произвольны, то эти 
‘два уравнения совершенно эквивалентны, и каждое 
из них обладает той же степенью общности, что и 
уравнение во вторых днференциалах, и той же, что 
каждое из уравнений в первых диференциалах. Для всех 
этих уравнений каждое из вышенаписанных уравнений 
является конечным интегралом. Эти два уравнения мо- 
гут быть выведены из трех уравнений в первых дифе- 
ренчиалах посредством исключения количеств р и 4. 

Из двух форм, которые мы нашли для искомого 
уравнения, ни одна не является симметричной, и 
лишь их система является таковой. Это происходит 
оттого, что уравнения трех проекций образующей 
не имеют одного и того же вида, так как проекция 
на плоскость х, у проходит через начало, тогда как 
две другие проекции через начало не проходят; мы 
же пользовались для определения геометрического 
места образующей уравнением первой проекцни и одним 
из уравнений двух других проекций. Если бы мы поль- 
зовались двумя послелними проекциями, то результат 
был бы симметричным. В самом деле, три колнчества 
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В, 1, 8 таковы, что если одно из них постоянно, то 
постоянны два другие; это должно иметь место, каково 
бы ни было значение первого; следовательно, искомое 
уравнение есть результат исключения неопределенного 
количества В из двух следующих уравнений: 


2 = хф В, === ув В. 


Этот результат симметричен, но его неудобство со- 
стоит в том, что он состоит из системы двух урав- 
нений, тогда как он может быть представлен одним 
уравнением двумя различными способами. 

`Впрочем, хотя обыкновенно считают менее простыми 
результаты, представленные системой нескольких урав- 
нений, из которых надо исключить неопределенные ко- 
личества, однако, как мы будем иметь возможность ви- 
деть впоследствии, в большом числе случаев они имеют 
то преимущество, что более ясно выражают способ 
образования поверхностей и приводят к более изящ- 
ным построениям. 

Так как поверхность имеет только одну характе- 
ристику или, что сводится к‘тому же, различные ее 
уравнения содержат произвольные функции, состав- 
ленные из одного и того же количества *), то задача 
нахождения уравнений индивидуальной поверхности, ко- 
торая проходит через две данные кривые нли охва- 
тывает две данные кривые поверхности, касаясь каж- 
дой из них по кривой линии, могла бы быть решена 
с помощью приема, который был нами изложен 
при рассмотрении предыдущей поверхности. 

12 г. монж, 
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Мы закончим этот параграф замечанием, что по- 
верхность „косого прохода” (Ыа1$ разз6) и поверх- 
ность „марсельской задней перемычки“ (Рагиёге уоиз- 
зиге 4е МагзеШе), с которыми мы встречаемся при 
изучении способов тесания камней, обе являются 
частными случаями той поверхности, о которой здесь 
идет речь, ибо обе они образованы движением прямой, 
проходящей через вертикальную ось и опирающейся 
при своем движении на две произвольно данные дуги. 


$ хи 


О РАЗВЕРТЫВАЮЩИХСЯ ПОВЕРХНОСТЯХ, 


Развертывающейся поверхностью называется поверх- 
ность, обладающая тем свойством, что, считая ее 
гибкой и нерастяжимой, мы можем, изогнув такую 
поверхность, наложить ее на плоскость, с которой 
она будет соприкасаться тогда всеми‘ее точками, не 
образуя ни разрывов, ни складок. Цилиндрические 
поверхиости с любым основанием и конические по- 
верхности являются развертывающимися поверхностями. 
Но они представляют только очень частный случай 
этого вида поверхностей, обладающих некоторыми 
общими характерными свойствами, всем им принад- 
лежащими. Для этих-то свойств мы найдем аналитиче- 
ское выражение: 1) в частных диференциалах второго 
порядка; 2) в частных диференциалах первого порядка 
и 3) в конечных количествах. 
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Известно, что нужны три условия, чтобы задать 
в пространстве положение плоскости, и что эти три 
условня служат для определениятрех постоянных 4,В,С, 
которые входят в уравнение плоскости. Будем считать, 
что два из этих трех условий неизменны, а третье 
может меняться по некоторому определенному закону. 
Например, предположим, что в выражение этого 
условия входит некоторое количество @, которое 
может принимать всевозможные значения; пока это 
количество булет иметь одно и то же значение, 
положение плоскости в пространстве будет неизмен- 
ным; когда же а изменится, плоскость займет другое 
положение. Предположим, что количество а принимает 
последовательно всевозможные значения от — со 
до -|- со; тогда будем иметь бесконечную последова- 
тельность различиых плоскостей, которые удовле- 
творяют двум неизменным условиям и различаются 
между собой только третьим условием. Отгибающая 
всех этих плоскостей, т. е. поверхность, которая 
ограничивает занимаемую ими часть пространства, 
буде? развертывающейся поверхностью. Прежде чем это 
доказать, поясним предыдущее несколькими примерами. 

1. Пусть дана некоторая кривая двоякой кривизны, 
уравнения которой представлены в виде: х —={2,.у==/г, 
где Ги /— данные функции. Если на этой кривой 
рассмотрим точку, для которой будем иметь 2 ==а, 
то две другие координаты этой точки будут х ==1а, 
у==/а. Если теперь, мы провелем через эту точку 
иормальную плоскость к кривой, то положение этей 
}2* 
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плоскости будет вполне определенное, ибо, во-первых, 
она проходит через определенную точку, и это 
дает одно условие; затем, эта плоскость нормальиа 
к кривой, т. е. \мроходит через две различные ее 
нормали, и это эквивалентно двум условиям. Три по- 
стоянные А, В, С, которые войдут в уравнение пло- 
скости, будут, следовательно, определены, но в общем 
случае все они будут функциями а. Действительно, 
если мы дадим а другое значение, т. е. рассмотрим 
новую точку на кривой, то нормальная плоскость, 
которая пройдет через эту точку, не будет параллельна 
первой; три коэфициента 4, В, С ‘ее уравнения не 
будут иметь тех же значений, как для первой нор- 
мальной плоскости; следовательно, эти коэфициенты 
измейяются с изменением а, т. е. в общем случае 
они являются функциями а. Если давать @ все воз- 
можные значения, ‘т. е. ебли поступать таким же 
образом со всеми точками кривой, то мы будем иметь 
бесконечную последовательность различных плоскостей, 
которые будут удовлетворять обоим условиям нормаль- 
ности к кривой. Огибающая всех этих плоскостей, 
т. е. поверхность, которая ограничивает занимаемую 
ими часть пространства, будет вообще развертываю- 
щейся поверхностью. Дадим еще один пример. 

2. Пусть даны две кривые поверхности; если бы 
мы поставили .перед собой задачу провести плоскость, 
одновременно касающуюся обеих поверхностей, то 
задача эта не была бы определенной, потому что 
указаны только два условия для этой плоскости, 
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которая может ‘удовлетворять еще третьему произволь- 
ному условию, например пройти через данную точку. 
Предположим, что точка эта взята на данной по по- 
ложению прямой и соответствует на этой прямой 
значению 2—4. Пока значение а не меняется, 
т. е. пока точка прямой, через которую должна 
проходить плоскость касательная к двум поверхностям, 
будет одна и та же, эта касательная плоскость будет 
фиксирована; но если точка изменит свое положение 
на прямой, т. е. если а изменится, плоскость каса- 
тельная, к обеим поверхностям, будет отлична от 
первой. Если теперь давать а последовательно все 
возможные значения от — со до - со, т. е. если 
проводить через все точки данной прямой плоскости, 
касающиеся одновременно обеих поверхностей, то мы 
будем иметь бесконечную последовательность различ- 
ных плоскостей, которые будут удовлетворять двум 
неизменным условиям, и огибающая этих плоскостей 
будет, вообще говоря, развертывающейся поверхностью. 

Может быть не бесполезно здесь заметить, что 
каждый из только что приведенных примеров дает 
полное определение поверхностей, о которых идет 
речь, так что нет ни одной из этих поверхностей, 
которая`не содержалась бы как в одном, так и в другом 
из вышеприведенных определений. 

Так как огибаемая здесь является переменной по 
положению плоскостью, то ясно, что характеристика 
огибающей, т. е. пересечение двух последовательных 
огибаемых, есть прямая линия; таким образом искомая 
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огибающая образована движением некоторой прямой; 
но более того, так как две последовательные харак- 
теристики будут всегла на одной и той же огибаемой, 
то из всех положений образующей прямой каждые 
два последовательные находятся в одной и той же 
плоскости и пересекаются где-либо в некоторой точке. 
Послеловательность этих точек пересечения образует 
кривую двоякой кривизны — ребро возврата разверты- 
вающейся поверхности, к которой образующая всегда 
является касательной. Поверхности, которыми мы 
занимаемся, следовательно, можно еще рассматривать 
как образованные движением прямой, которая не пере- 
стает быть касательной к некоторой кривой двоякой 
кривизны; это определение также охватывает все вилы 
развертывающихся поверхностей и имеет ту же степень 
общности, что и два первых, которые мы дали ранее. 
Теперь покажем, что эти поверхности действительио 
являются развертывающимися. 

Так как две последовательные характеристики нахо- 
дятся всегла в одной плоскости, то искомую огибаю- 
щую можно считать составленной из плоских элемен- 
тов бесконечной длины и бесконечно малой ширины, 
последовательно пересекающихся по прямым линиям. 
Поэтому можно всегда представить, что первый из 
этих элементов вращается вокруг прямой пересечения 
его со вторым элементом, как по шарниру, до тех 
пор пока он не окажется в той же плоскости, что и 
второй; затем система двух первых элементов пово- 
рачивается вокруг прямой пересечения второго и треть- 
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его элементов и т. д. Если представим себе, что эта 
операция будет произведена для всех элементов, то 
очевидно, что они окажутся в одной плоскости и что 
поверхность будет развернута без разрывов и без 
складок. Теперь возникает вопрос о получении анали- 
гического выражения этого свойства. 


| 


Так как развертывающиеся поверхности можно 
считать составленными из плоских элементов неогра- 
ииченной длины, то ясно, что эти поверхности обла- 
дают тем свойством, что координаты х, у, 2 точки 
касания могут меняться так, чтобы касательная пло- 
скость при этом сохраняла свое положение. Заметив 
это, напишем уравнение касательной плоскости, обо- 
значив через х', у’, 2" координаты произвольной точки 
этой плоскости; будем иметь: 


2'==рх'-- 4-Е =— рх—9у; 


нужно, чтобы координаты х, у, 2 могли изменяться 
так, чтобы коэфициенты р, д, = — рх — ау уравнения 
касательной плоскости оставались неизменными, т. е. 
чтобы выражения, полученные диференцированием 
этих трех коэфициентов, были одновременно равны 
нулю. Но, если  диференциальные — выражения 
каких-либо двух из этих трех коэфициентов равны 
нулю, то диференциальное выражение третьего также 
равно нулю; это легко проверить лиференцированием. 
Итак, приравнивая нулю диференциальные выражения 
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грех коэфициентов, имеем только два уравнения: 
гах |-54у=0, вах + Е4у—0, 


а. 
В которых значение Е. дает проекцию на плоскость х, у 


направления в точке касания. Таким образом для всякой 
развертывающейся поверхности и для каждой из ее 


4 
точек имеется значение га ‚› которое удовлетворяет 


двум предыдущим уравнениям. Эти два уравнения 
должны, следовательно, иметь место, каково бы ни 
было это значение *): следовательно, если мы исключим 


а 
Е то результат исключения 


7Е— 52 =0 

будет общим уравнением развертывающихся поверх- 
ностей в частных диференциалах второго порядка. 

Мы видели, что если имеется уравнение в частных 
лиференциалах второго порядка и если уравнение, 
полученное его диференцированием в предположении, 
что г, $, # — единственные переменные, имеет вид: 

Ю 4+ -- 545 | ТЕ = 0, 
то уравнение характеристики поверхности есть: 
Ю 4у? — бахау-+ Тах?—=0. 

Но в данном случае мы имеем: 

Ю—={1 $5—— 15, Т=в 
следовательно, уравнение характеристики разверты- 
вающихся поверхностей есть 

гах?-|- 25 4хау-|- 1ау?==0; 
но так как мы имеем 5=И. 7 то это уравнение 
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является полным квадратом, корень которого есть 


4х У! -- ау ИЕ =0; 
слеловательно, для развертывающихся поверхностей 
в каждой из их точек две ветви характеристнки совпа- 
дают н сводятся к одной. Кроме того, уравнение 


ах? -|- 25 4х4у | Е4у?=0 
тождественно с уравнением 
44г ==0, 


которое является уравнением некоторой плоскости. 
Следовательно, характеристика развертывающейся по- 
верхности есть плоская линия. Мы сейчас увидим, 
что это — прямая линия, которая есть ^не что иное, 
как сама образующая. 


п 


Так как точка касания может изменять положение 
на развертывающейся поверхностн без того, чтобы 
касательная плоскость меняла свое положение, то 
три коэфициента р, 4, 2— рх-— Чу уравнения пло- 
скости одновременно постояины и одновременно пере- 
мениы: таким образом какой-нибудь один из них 
является функцией двух других. Но мы видели, что 
если два из этих коэфициентов постоянны, то третий 
также постоянен: следовательно, для развертываю- 
щейся поверхности, если один из коэфициентов посто- 
янный, то постоянны и два другие, т. е. какие-нибудь 
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лва из них являются функциями третьего; следова- 
тельно, два из трех уравнений: 
р==ф (#2 —рх — 95), 
4 =Ф (2— рх— 9), 
| р=т4, 

из которых какое-нибудь одно есть иеобходимое след- 
ствие двух других, представляют собой уравнения 
развертывающейся поверхнбсти в нервых частных дифе- 
ренциалах. Если функции ф, ф, п произвольны, то 
кажлое из этих трех уравнений обладаетлой же степенью 
общности, что и уравнение во вторых диференциа- 
пах ,ё— 5 = 0, и является его первым интегралом. 

Отсюда следует, -что уравнение в частных диферен- 
циалах первого порядка 

Е [р, 9, 2г—рх—9У] =0, 

где обозначает некоторую функцию трех количеств, 
всегда принадлежит развертывающейся поверхности. 
Легко убедиться в том, что уравнения, которые мы преж- 
де иашли для цилиндрической и конической поверхности, 
а также для поверхности, служащей огибающей кониче- 
ских поверхностей, вершина которых движется в гори- 
зонтальной плоскости, являются частными случаями пре- 
дыдущего уравнения и что, следовательно, поверхности, 
которым они принадлежат, являются развертывающимися. 

Если одно из только что найденных уравнений 
в частных диференциалах, например 

р= 19, 

дано, и надонайтнуравнение ребра возврата поверхности, 
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которой оно принадлежит, то нужно сначала найти 
уравнение характеристики; если положить 4-та==п!9-а9, 
то последнее будет иметь вид: 

4у-|- 4х9 =0; 


затем нужно исключить ри 4 из этих двух уравнений 
и из уравнения 
4: =рах-- а4у. 

Эти три уравнения сФдержат только пять количеств 
р, 9, 4х, Чу, 42; следовательно, каков бы ни был 
вид функции п и коэфициента п’ ее диференциаль- 
ного выражения, если мы исключим два первых коли- 
чества р и 4, то результат будет составлен только 
из трех последних: следовательно, уравнение в обыкио- 
венных диференциалах ребра возврата должно иметь 
следующий вид: 

. (ах, ау, 42) ==0. 
Мы увидим впоследствии, что, обратно, всякое урав- 
нение в обыкновенных диференциалах этого вида, 
т. е. уравнение, в которое входят только количества 
4х, ау, 42, всегда @сть уравнение ребра возврата 
некоторой развертывающейся поверхности, свойства 
которой определяются видом данной функции }*). 


И 


Так как развертывающаяся поверхность есть огибаю- 
шая пространства, пробегаемого пдоскостью, положе- 
ние которой изменяется в силу изменения одного 
из трёх условий, определяющих ее, то, следовательно, 
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из трех постоянных, которые входят в уравнение 
плоскости, какие-нибудь два всегда являются функциями 
третьего. Отсюда следует, что это уравнение может 
быть всегда представлено в форме: 

2 == хфа +- уфа а, (А) 
где количество а, определяющее положение плоскости, 
постоянно для одного и того же положения плоскости 
и перемеино при переходе из одного ее положения в 
другое. Если, рассматривая это уравнение как уравнение 
‘огибаемой, лиференцировать его последовательно дваж- 
ды, считая а единственным переменным, то будем иметь: 

ха -р уфа | 1=0, (В} 

хр”а | уф"а == 0. [(®)) 

Отсюда следует, что 

1. Считая а неопределенным количеством, перемен- 
ное значение которого безразлично, и исключая его 
из двух уравнений (А) и (В), мы получим общее 
уравнение развертывающихся поверхностей в конечных 

.- количествах; еслн обе функции ф и ф считать произ- 
вольными, то система этих двух уравнений обладает 
той же«тейенью общности, что и уравнение во вторых 
частных диференциалах гё— 52 ==0, и той же, что 
каждое из уравнений в первых дифереициалах. 

2. Если считать а произвольным постоянным, которое 
должно оставаться неизменным, то два уравнения (А) 
и (В) представляют собою уравнения характеристики 
поверхности, положение которой определяется значе- 
нием постоянного а. Из лвух уравнений (А) н (В) 
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первое представляет собою уравнение нлоскости, 
а второе — уравнение прямой, проведенной на пло- 
скосТти х, у. Следовательно, характеристика является 
прямой линией и есть не что иное, как сама образующая. 

3. Наконец, снова считая а неопределенным` коли- 
чеством и исключая его из трех уравнений (А), (В), (С), 
получим в результате исключения между переменными 
х, у, = два уравнения ребра возврата поверхности. 

Мы видели, чтб развертывающиеся поверхности 
могут быть. получены при помощи другого закона 
образования, а именно движением прямой, остающей- 
ся все время касательной к`одной и той же кривой 
двоякой кривизны. Это свойство развертывающихся 
поверхностей выражается аналитически уравнениями 
в конечных количествах, которые имеют иную фор- 
му. чем предыдущие уравнения. Займемся отыска- 
нием этих уравнений. 

Пусть у=ф2, х==ф2 — уравнения данной кривой, 
к которой образующая должна быть постоянно каса- 
тельной и которая согласно предылущему будет реб- 
ром возврата поверхности; если рассмотрим на этой 
кривой точку, соответствующую 2==а, то две дру- 
гие ее координаты будут у=фа, х==фа; далее, если 
будем рассматривать эту точку как точку касания `каса- 
тельной и кривой, то уравнения этой касательной будут: 


у—ча=(е— а) у'а, 
— Ва ! 
х— фа = (2—а) $0, 
где а есть количество постоянное для одной’ и той 
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же касательной и переменное при переходе от одной 
касательной к другой, так что его значение опреде- 
ляет положеиие этой прямой в пространстве. Каково 
бы ни было значение а, оба предыдущие уравнения 
удовлетворяются для всех точек поверхности. Исклю- 
чая @ из этих уравнений, получим в результате исклю- 
чения уравнение в переменных х, у, 2, которое будет 
общим уравнением развертывающихся поверхностей. 
Если считать, что функции фи Ф могут быть произ- 
вольными функциями, подчиненными или не подчи- 
ненными закону непрерывности, то этот результат 
будет обладать той же степенью общности, что’ 
н предыдущие. 


1 


Найти уравнение развертывающейся поверхности, 
которая проходит одновременно через две данные 
в пространстве кривые двоякой кривизны. 


Развертывающаяся поверхность будет; очевидно, про- 
ходить через две данные кривые, если подвижная 
плоскость, для которой она является огибающий, во 
всех своих положениях касается обеих кривых, т. е. 
проходит одновременно через некоторую касательную 
« червой кривой и через некоторую касательную 
ко второй кривой. Нужно, следовательно, определить, 
каков должен быть вид функций ф и Ф в уравнении 
2 = хфа | уфа-Ра этой подвижной плоскости, 
для того, чтобы оба эти условия удовлетворялись при 
любом значении а. 
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Если обозначим через у=Ех, —{2 данные 
уравнения первой кривой и возьмем на этой кривой 
точку, соответствующую 2==В, то две другие коор- 
динаты этой точки будут у=ЕВ, х = В; если будем 
рассматривать эту точку как точку касания касательной 
к первой кривой, то уравнения этой касательной будут: 


У— ЕВ == (2 — В) ЕВ, (А) 
х— В == (2— В) 16, (В) 


где В есть постоянное, определяющее положение ка- 
сательной. 

Точно так же, если обозначить через у== г, 
х==]2 данные уравнения второй кривой и взять на 
этой кривой точку, соответствующую ===, то урав- 
нения касательной к этой кривой будут: 


у—Ру= (2—уР ь (©) 
х— = (2—1 Лу, (0) 


где ] есть другое постоянное, определяющее положе- 
ние второй касательной. 

Так как подвижная плоскость проходит через точку 
касания первой кривой, то ее уравнение будет: 


&—В = (х — В) фа + (у— Ев) ча, (Е) 
что даст между аи 8 следующее соотношение: 
8 — Вфа — ЕВфа==а. (Е) 


Точно так же, так как эта плоскость должна пройти 
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через точку касания второй кривой, то ее уравнение 
будет: 
2—1==(х —Лу) фа + (у— Ру) фа, (С) 


что даст между а и ] другое соотношение: 
? 


7у—Л/а — РАфа=а. (Н) 
Далее, так как подвижная плоскость должна прой- 
‘ти через касательную к первой кривой, нужно, чтобы 
уравнения (А), (В), (Е), которые представляют собою 
уравнения плоскости и касательной, удовлетворялись 
каковы бы ни были значения х, у, =. Следовательно, 
если исключить из этих трех уравнений два количе- 
ЕВ № 
8 в” 
Вуа + Е'фа 1 (0) 
установит между функциями фа, фа и количеством 
8 соотношение, которое должно иметь место для того, 
чтобы это условие выполнялось. 
Также, если из трех уравнений (С), (О), (С), кото- 
рые представляют собою уравнения второй касательной 
и подвижной плоскости, исключить два количества 


ства то полученное уравнение 


УМ х-И 


2—1?’ 2—1? 


то полученное уравнение 
Луча Руфа=1 (К) 
даст соотношение между фл, фа и }, которое должно 


иметь место для того, чтобы плоскость проходила че- 
рез вторую касательную. 
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Так как подвижная плоскость должна удовлетворять 
одновременно четырем условиям, которые мы только 
что выразили, то если из четырех уравнений (Е), (НУ, (1, 
(К) исключить два количества В и 7, что всегда выпол- 


нимо, так как эти количества входят только в известные 
функции, то мы будем иметь два уравнения между а, 


фа и фа; определив из них фл и фа через а, мы 
найдем вид произвольных функций фи ф; но эта по- 
следняя операция требует решения уравнений, и более 
просто будет прибегнуть к следующему способу. 

Из четырех уравнений (Е), (С}, (1, (К) исклю- 
чим ‚две произвольные функции фа, фа и одно из 
двух неопределенных количеств В или ], например по- 
следнее; мы получим тогда содержащее х, у, 2 и В 
уравнение подвижной плоскости, которая будет всегда 
касательной к двум данным кривым. В этом уравне- 
нии количество В будет постоянным, определяющим 
положение плоскости. Следовательно, если предста- 
вим уравнение, полученное в результате исключения, 
через М == 0, и продиференцируем его последователь- 
но два раза, считая В елинственным переменным, то 
будем иметь три уравнения: 


М = 0, 
(#9) о 
(ем) 


обладающие следующими свойствами: если исключить 
В из двух первых, то будем иметь в переменных 
13 г. монж 
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х, у, г уравнение искомой индивидуальной развертываю- 
шейся поверхности; если же исключить В из трех 
уравнений, получим в переменных х, у, 2 два урав- 
нения ребра возврата этой поверхности. 

Способ, при помощи которого мы только что опре- 
делили две произвольные функции для того, чтобы 
поверхность проходила через две’ данные кривые, ана- 
логичен тому, которым мы пользовались в том случае, , 
когда имелась только одна функция одного неопре- 
деленного количества, и он применим, каково бы ни 
было число произвольных функций одного неопреде-. 
ленного количества, если только это количество бу- 
дет одно и то же для всех функций. Мы увидим 
позже, что когда произвольные функции’ составлены 
из различных количеств, определение их вида требует 
исчисления иного рода. 


у 


Даны две кривые поверхности, 
вольную форму и произвольно“расположенные в про- 
странстве; найти уравнение развертывающейся 
поверхности, охватывающей обе эти кривые па“ 
верхности, т. е. каспющейся каждой из них вдоль 
некоторой кравой линии. 

Мы могли бы привести эту задачу к предыдущей 
определяя на обеих данных поверхностях линии ка“ 
сания, через которые поверхность должна пройти; 
так как задача эта является той, от которой завиби 
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решение задачи об определенин теней, то мы сейчас 
дадим ее прямое решение. 
Пусть будут 
#==Р(х, у), (А) 
2=}(х, у), (В) 
уравнения данных кривых поверхностей; продиферен- 
цировав их, получим следующие уравнения: 


42 = Е'(х, у) ах-- Е"(х, у) ду, 
аг=}(х, у)4х--[’(х, у) ау. 


Если возьмем на первой поверхности точку каса- 
ния, произвольная проекция которой на плоскость 
х, у соответствует х==а, у==В, то третья коорди- 
ната этой точки будет 2==Р(а, В), и уравнение 
касательной плоскости, проведенной через эту точку 
касания, будет: 

=— Р(а, В) = (х—а) Е (а, Я (—в) С В). (С) 

Также, если возьмем на второй поверхности произ- 
вольную точку касания, соответствующую х == а", у==7", 
то третья координата этой точки будет г ==/(а', }'), 
и уравнение касательной плоскости ко второй поверх- 
ности, проведенной через эту точку касания, будет: 


2 Лав!) = (ха (ар) + — ВЛ (а). (0) 
Если потребовать, чтобы обе эти плсскости сов- 
пали, представляя собою общую касательную пло- 


скость к обеим поверхностям, то три коэфициента урав- 
нения первой плоскости должны быть соответст.енно 


1$* 
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равны трем коэфичиентам уравнения второй. Эте 
условие даст следующие три уравнения: 


(а, =Ла в), (в) 
Е"(а, В) =" (а' 8), (Г) 

Ра, В) —2Р (а, 9 — ВР а = 
== / (В) — ИЛ (2',') — ВУ (в). (С) 


Если из четырех уравнений (С), (0), (Е}, (Е) ис- 
ключим любые три из четырех количеств а, В, 2’, |’, 
например три последних, то получим в переменных 
х, у, =, а уравиение касательной плоскости, общей 
для двух поверхностей, в котором а есть произволь- 
ное постоянное, определяющее положение плоскости. 
Представив результат этого исключения в виде М = 0 
и лиференцируя его последовательно два раза, считая & 
единственным переменным, будем иметь три уравнения: 


М —=0, 
АМ 
(о 
вам\ _ 
< Ча ) ет й 


Исключая а из двух первых, получим в переменных 
х, у, # уравнение искомой индивидуальной разверты- 
вающейся поверхности; исключение того же коли- 
чества @ из. трех уравнений даст два конечных урав- 
нения ребра возврата этой поверхности. 

Что касается линий касания искомой поверхности с 
двумя данными, то уравнение проекции первой, содержа- 
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щее а ив, получим, исключая а' и $' из трех уравнений 
(Е), (Е), (С); уравнение проекции второй, содержащее а 
ив’, получим, исключая 2 и В из тех же трех уравнений. 

Если предположим, что некоторое непрозрачное 
тело, данное по форме и положению, освещено не- 
которым светящимся телом, также данным по форме 
и положению, го поверхности, ограничивающие тень 
и полутеиь, вызываемые внесением непрозрачного телё 
в освещенную среду, являются двумя полостями развер- 
тывающейся поверхности, охватывающей поверхности 
двух тел; линиями же касания развертывающейся 
поверхиости с поверхностями двух тел являются, 
с одной стороны, та кривая, которая на поверхности 
непрозрачного тела отделяет освещенную его часть 
от неосвещенной, с другой стороны,—та кривая, которая 
иа поверхности освещенного тела отделяет часть, осве- 
щающую другое тело, от части, не могущей посылать 
ему лучи света. 

$ хШ 
О КРИВОЙ ПОВЕРХНОСТИ, КОТОРАЯ ОГИБАЕТ ПРО- 
СТРАНСТВО, ПРОБЕГАЕМОЕ ДРУГОЙ ДАННОЙ ПО- 
ВЕРХНОСТЬЮ ПОСТОЯННОЙ ФОРМЫ, КОТОРАЯ БЕЗ 
ВРАЩЕНИЯ ДВИЖЕТСЯ ВДОЛЬ СОВЕРШЕННО ПРОИЗ- 
ВОЛЬНОЙ КРИВОЙ ДВОЯКОЙ КРИВИЗНЫ. 

Когда в $ ПХ. мы занимались этой поверхностью, 
мы предполагали, что кривая, направляющая движе- 
ние огибаемой, начерчена на данной поверхности, 
так что из трех проекций этой кривой только одна 
была произвольной, Закон образования этой поверх- 
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ностй может быть выражен уравнением в частиых 
диференциалах первого порядка, а его выражение в 
конечных количествах содержит только одну произ- 
вольную функцию. Мы предположим здесь, что на- 
правляющая совершённо произвольна, и поставим се- 
5е целью выразить этот закон образования для любого 
вида каждой из двух проекций направляющей; это 
можно сделать или при помощи уравнения в частных 
диференциалах второго порядка, или при помощн урав- 
нения в частных диференциалах первого порядка, со- 
держащего произвольную функцию; таких уравиений: 
можно получить два, существенно отличных друг от 
друга; наконец, это можно сделать при помощи од- 
ного уравнення в конечных количествах, которое будет 
содержать две произвольные функции. 

Мы не будем здесь входить в детали опрелелений, 
отсылая с этой целью к 8 [Х. 


1 

Пусть 2 —= Е(х, у} — данное уравнение отибаемой, 
рассматриваемой в своем первоначальном положении; 
взяв на огибающей точку касания с координатами 
х, у, 2, проведем через эту точку касательную плоз 
скость к огибающей и предположим, что к огибаемой 
проведена касательная плоскость, параллельная пер- 
вой; пусть х’,У,2'— координаты точки касания этой 
второй плоскости; очевидно, что будем иметь: 

2'==Е(х', У), 

и вследствие  иараллельности обеих касательных 
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плоскостей к огибающей и к огибаемой будем иметь 
также два следующих уравнения: 


р=Е' (ху), 9==Е"(х!, у); 
находя из двух последних уравнений значения х’и у 
через ри 9, представив их в виде 


д (р, 9), У=1 (р, 9) 
и подставляя в предыдущее уравнение, будем иметь*); 


2' =Р {р, 9); 


три функции 1, ХР связаны между собой таким соот- 
ношением, что уравнение 
аЕ=р41- 94 
всегда удовлетворяется. 
Очевидно, что точка касания огибаемой с коорди- 
натами х', У, 2' есть та точка этой поверхности, кото- 
рая при движении приходит в совпадение с точкой 


касания огибающей, координаты которой х,у,г; трн 
количества х—х', у—у, 2—2 или трн следующие: 
х—1 (2,9), У—Л (р.49), =2—Е (р, 9), им соответствен- 
но равные, суть три координаты дуги направляющей, 
пробегаемой этой точкой. Если на огибающей в лю- 
бом направлении взять точку, бесконечно близкую к 
первой, то новая точка будет иметь соответствующую 
на ‚огибаемой **), и дуга, пробегаемая этой чтоследней, 
будет иметь то же протяжение, что и дуга, пробегае- 
мая первой, ибо обе эти дуги будут заключаться 
между двумя касательными птоскостями, параллель- 
ны и между собой. Следовательно, все три количества 
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х—1 (6,9), УЛ (6,9), =—Р (р,4) будут постоян- 
ными, и будем иметь одновременно три уравнения: 
ах— 9 (р, 49) =0, 


4у— 47 (р, 9) =0, 
4: — аЁ (р, 9) = 0; 


но в силу соотношения, которое имеется между тремя 
функциями Г, Г, ЕР, еслн два из этнх уравнений имеют 
место, третье также необходимо выполняется, что мож- 
но проверить диференцированием: следовательно, для 
существования этих трех уравнений достаточно вы- 
полнения каких-либо двух из иих. Мы воспользуем- 
ся двумя первыми как наиболее простыми; написав 
их в раскрытом виде, получим: 


4* — (гах--54у) 1 (ра) — бах +14) Р р, 9) =0, 
4у— (гах | 54у)Л (р,4) — (сах + Е4у) Г (р,9) =0; 
эти два уравнения должиы иметь. место, жаково бы НИ 


было направление, следуя которому перемещаются от 
первой точки касания огибающей ко второй, и, сле- 


| а 
довательно, независимо от значения Е ‚ определяю- 


у 
щего это направление; если исключить $, то резуль- 


тат исключения 
(5) РР) ФР" 1==0 
будет уравнением искомой огибающей во вторых 
диференциалах. 

Мы можем ограничиться этим уравнением, но со- 
отиошение, которое имеется между двумя функциями 
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фи Л, позволяет представить его в более симметрич- 
ной форме, которую необходимо знать. 
В самом деле, представив уравнение 
ЗР=РА-О 
в следующей форме: 
АЕ (рЁ {| чЛ) ар + (р 9Г) 99 


и имея вообще 


(ра) = (дар, 


будем иметь также: 
Ч (р ар | Е и 
ад ее ар 
или после упрощений: 
Г =Д. 
Следовательно, функции Ёи Уможно считать чак 
диференциалами относительно р и 9 некоторо 
гой функции от ри 4, которую представим в виде 
Г(р,9); полагая для сокращения 


а 


будем иметь: 
НА, РИ, РГ, 


и уравнение во вторых диференциалах может быть 
представлено в следующем виде: 


(1—5) (КТ— 52) — — 255 —+41=0, 


где три количества К, $, ТГ — частные диференциалы 
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второго порядка количества Г (р, 9), лиференнируемого 
в предположении, что р и 4— главные переменные. 

Обратно, всякое уравнение этого вида будет урав- 
нением огибающей пространства, пробегаемого дру- 
гой поверхностью, которая движется `без вращения 
вдоль некоторой кривой двоякой кривизны © произ- 
вольными проекциями. Если это уравнение дано, то 
легко, пользуясь известными количествами Ю, $, Г, найти 
вид функции Г,- для которой они являются вторыми 
частными лиференциалами; а затем легко найти фун- 
кцию Р, ибо мы нмеем *); 


—=—Г-- рГ' + 9Г. 
Если мы хотим найти уравнение огибаемой, рассмат- 
риваемой в первоначальном положении, нужно ’вспо- 
миить, что огибающая становится самой огибаемой, 
если на всем протяжении поверхности каждое из трех 
количеств х—х', уу, 2—1 равно нулю, т. е, 

если имеем три уравнения: 

х— Г! = 0, 

у—Г’=0, 

2+ Г—-рГ — 9" =0, 


каковы бы ни были значения р и 4; следовательно, в 
результате исключения р и @ из этих трех уравнений 
получим уравнение в переменных х, у, 2, которое 
будет уравнением огибаемой, рассматриваемой в пер- 
воначальном положении. Наконец, ебли бы мы хотели 
получить уравнение самой огибающей, то три предылу- 
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щие количества не были бы равны нулю, но два из 
них были бы функциями третьего; в этом случае мы 
будем иметь три следующие уравнения: 


х—И= фа, 

* у—Г’=а, 

2 -ГЬ—РГ — 9Г'=а;. 
исключая из них два количества р и 4, получим 
одно уравнение, содержащее х, у, .2, а, ча, фа, 


которое представим в виде М==0; затем, имея три 
уравнения: 


М=0, 
и) =0, 
(чт) =, 


получим, что результат исключения @ из двух первых. 
уравнений даст уравнение огибающей и, следователь- 
но, полный интеграл уравнения во вторых диферен- 
циалах; результат исключения @ из трех уравнений 
даст лва уравнения ребра возврата поверхности в ко- 
нечных количествах. 


п 


Чтобы найти уравнения той же поверхности в част- 
ных днференциалах первого порядка, надо обратить 
внимание на то, что из трех количеств х— у—л 
#—{ любые два являются функциями третьего: 
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следовательно, два искомые уравнения будут любыми 
из трех следующих: 


х— р, 9) = 9 [#2 — Е (р, 9)], 
х— Е (р, 9) =«[у—/(р,4)1 


из которых каждое есть необходимое следствие двух 
других. 

Что касается уравнений в конечных количествах, то 
нам нечего прибавить к тому, что нами было сказано 
по этому поводу в конце предыдущего раздела этого 
параграфа. 

Если бы потребовалось определить вид произволь- 
ных функций фи Ф так, чтобы поверхность прошла 
через две данные кривые или касалась двух данных 
кривых поверхностей, то следовало бы воспользовать- 
ся приемом, вполне аналогичным тому, который мы 
изложили лля развертывающихся поверхностей. 


$ Хх 


О ПОВЕРХНОСТИ, ПРОИЗВЕДЕННОЙ ДВИЖЕНИЕМ 

ДАННОЙ К>ИВОЙ ДВОЯКОЙ КРИВИЗНЫ ПОСТОЯН- 

НОЙ ФОРМЫ, КОТОРАЯ НЕ ВРАЩАЯСЬ ДВИЖЕТСЯ 

ВДОЛЬ НЕКОТОРОЙ ДРУГОЙ СОВЕРШЕННО ПРОИЗ- 
ВОЛЬНОЙ КРИВОЙ. 


Кривая двоякой кривизны движется без вращения, 
если в продолжение всего движения каждая из ее ка- 
сатедьных остается параллельной самой себе, Каждая 
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из точек этой. кривой пробегает некоторую линию, и 
элементы всех этих линий, описанные в одно и то же 
время, параллельны и равны друг другу. Если мы 
представим себе, что образующая находится в перво- 
начальном положении, а затем перенесена в какое-ни- 
будь другое положение, т. е. в одно из тех, которые 
она принимает последовательно при своем движении, 
ТО все ее точки опишут равные и подобные дуги кри- 
вых линий, соответствующие касательные к которым 
будут параллельны между собой; все эти дуги будут 
находиться на кривой поверхности, произведенной 
движением образующей, и если предположим, что 
какая-лнбо из этих дуг движется без вращения, так 
что Точка, В которой она пересекает образующую, 
не сходит с этой образующей, то эта дуга будет по- 
следовательно совпадать с дугами, описанными всеми 
другими точками, и не сойдет, следовательно, с кри- 
вой поверхности; таким образом, называя направляю- 
щей кривую, которую пробегает некоторая точка об- 
разующей, можно с равным правом сказать, что рас- 
сматриваемая нами поверхность образована движением - 
образующей, которая, не меняя формы и не вращаясь, 
движется влоль направляющей, илн что эта поверх- 
ность образована движением направляющей, которая, 
не меняя формы и не вращаясь, движется вдоль 
образующей. 

Чтобы изучить эту поверхность с наиболее общей 
точки зрения*) мы должны были бы предполагать, что 
образующая и направляющая произвольны в обеих 
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своих проекциях; в этом случае мы придем к рассмот- 
рению уравнений в частных диференциалах четвер- 
того порядка. Нр так как мы здесь ставим себе целью 
дать пример образования поверхности, которая может 
быть выражена уравнением в частных ’ диференциалах 
второго порядка, то мы будем предполагать, что 
только одна: из двух кривых произвольна, другую же 
будем рассматривать как данную, и так как безраз- 
лично, какую из этих кривых взять для образования 
поверхности, то мы будем считать данной образую- 
щую. Задача состоит в том, чтобы найти: 1) уравне- 
нне в частных диференциалах второго порядка; 
2) два уравнения в частных’ диференциалах первого 
порядка; 3) и, наконец, уравнение в конечных 
количествах. 


1 


Пусть х -=Ё, у=]е представляют собою данные 
уравнения образующей, рассматриваемой в своем 
первоначальном положении, причем Е и Г— данные 
функции. 

Если, взяв на кривой поверхности некоторую 
точку с координатами х, у, 2, взять в этой точке каса- 
тельную плоскость и провести к образующей, рассмаг 
триваемой в первоначальном положении, касательную, 
параллельную этой касательной плоскости, то точка 
касания этой касательной будет той из точек обра- 
зующей, которая при ее движении придет в совпаде- 
ние с точкой повеохности. 
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Обозначая через х', у’, 2’ координаты точки каса- 
ния, мы будем иметь: 

м =, (А) 
х=л.. (В) 

Кроме того, между координатами этой точки суще- 
ствует соотношение, которое выражает, что касатель- 
ная в этой точке параллельна касательной плоскости 
к поверхности. 

Чтобы найти это соотношение, провелем через на- 
чало: 1) плоскость, параллельную касательной пло- 
скости к поверхности; 2) прямую, параллельную каса- 
тельной к образующей. Если эта плоскость проходит 
череё прямую, то очевидно, что касательная к обра- 
зующей будет параллельна касательной’ плоскости. С 
другой стороны, обозначая через Х, У, Й координаты 
общей точки и принимая во внимание, что плоскость 
провелена через начало так же, как и прямая, будем 
иметь уравнение плоскости: 


2=—рХ + 97 
и уравнения прямой: 
Х=иИх, У= Ри. 

Кроме того, так как плоскость должна пройти через 
прямую, то нужно, `чтобы эти три уравнения’ имёли 
место одновременно, каковы бы ни были значения 
Х, Г, 7, т. е. чтобы уравнение 

рег" | арг! = 1, (© 
получающееся в результате исключения Х, УИ, удо- 
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влетворялось. Слеловательно, уравнение (С) выражает, 
что точка образующей расположена так, что касатель- 
ная в этой точке параллельна касательной плоскости 
к поверхности. Таким образом три уравнения (А), 
(В), (С) определяют значения координат х', у’, 2". точ- 
ки образующей, которая должна притти в совпадение 
с точкой поверхности так, что если из уравнения 
(С) определить значение г’ через р и 4, представив 
его в виде: 
2'—= (р, 9), 


то будем иметь для двух других координат следую- 
щие значения: 


= [Е (р,9)], У==У [Е (,9)]._ 


Теперь представим себе, что образующая переме- 
стилась так, что она проходит через точку поверхно- 


а 
сти; значение р для элемента ее проекции. на пло- 


а / 
скость х, у будет таково же, как и значение Е. и, 


; ау 
следовательно, таково же, как значение ту, причем 


2! в этом ‘последнем [выражении] считается постоян- 
ным *). Следовательно, для направления проекции эле- 
мента образующей в точке поверхности будем иметь: 


4у _Г2 Г [Р(р,9 


ах о Р[Р(р,4)]" 


Если представим себе, что точка поверхности пробе- 
гает элемент образующей, на которой она находится, 
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а 
т. е. если предположим, что р имеет только что 


найденное нами значение, то очевидно, что дуга 
чаправляющей не будет изменять своей величины и, 
следовательно, три количества х— х', у— у, 2—2 
или три следующие, им соответственно равные: 


х — ИРб, 9], 
2 — Р(р, 4), 


не будут меняться. Следовательно, если после дифе- 


ренцирования этих трех количеств подставить в каждое 


а а 
из них вместо ее его значение т ‚ ТО получим три 


количества, каждое из которых будет равно нулю. Эта 
операция даст одинаково для каждого из двух первых 
количеств: 


ихЕе-[Х ЕЖЕ] Ь-НИХ Е —= 1. (0) 
Что касается третьего, то оно даст уравнение: 
ХЕХ РЖ В] ИЖЕ, 
вторая часть этого уравнения в силу уравнения (С) 
равна единице, и поэтому оно сводится к уравнению 
(2). Следовательно, уравнение (0) представляет со- 
бою уравнение искомой поверхности в частных дифе- 
ренциалах второго порядка: 

Соотношение, имеющееся между функциями Ё, У, Е, 
позволяет привести это уравнение к более простому 
виду, в котором его легко сравнить с уравнением 
14 г. монж. 
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$ ХШ, частным случаем которого оно, как мы сейчас 
увидим, является. Действительно, если в уравнении 


ри арг! =1 (С) 
количество 2’ или равное ему Г(р, 9) будем считать 
постоянным *), что даст: 


ар + Е" =0, 


то уравнение, полученное диференцированием урав- 
нения (С), примет вид: 


Нар + 249 =0. 
аа Ф 
Исключая ар из этих двух уравнений, найдем: 
НХ Е" = ЖРм. 


Таким образом обе части коэфициента при $ в урав- 
нении (0) равны между собой, и этот коэфициент 
должен быть вдвое больше каждой из них. 

Кроме того, члены @ ХР иЁЙХ Е” являются част- 
ными диференциалами одного и того же количества 
ЦЕ(р, 9)], лиференцируемого в предположении, что р 
и 4 считаются главными переменными; То же относится 
к двум другим членам /ЖЁЕ' и Л ЖР”, являющимся 
частными диференциалами другого количества /[Р(р,9}]; 
следовательно*), три коэфициента уравнения (О) являют- 
ся частными диференциалами второго порядка одной и 
той же функции р и а, диференцируемой в предполо- 
женни, что ри 9-—— главные переменные. Обозначим 
эту функцию ри 4 через Г(р, 4), и три ее частные 
диференциальные [количества] через К, 5, Т. 
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Наконец, в уравнении (0) произведение двух край- 
них коэфициентов равно произведению двух частей 
коэфициента при 5$; ибо каждое из этих произведе- 
ний равно АЖ#ЖЕХ 2"; следовательно, уравне- 
ние (2) может быть представлено в более простой 


р 7Ю + 255 + #Г—1==0, (Е) 


причем три количества Ю, 5, Т должны удовлетворять 
уравнению: 
ЮТ— 52 =0. (Е) 
Следовательно, мы видим, что рассматриваемая нами 
поверхность есть частный случай поверхности, которую 
мы рассматривали в $ ХШ, и что она есть не что иное, 
как та, в которую обратится эта последняя, когда мы 
введем условие, выражаемое уравненнем (Е). 


Н 


Если бы мы поставили себе целью из уравнения (0) 
разыскать характеристику поверхности, то изложен- 


ный выше метод дал бы следующее уравнение этой 
кривой: 


Рх РЁ! ду — Ш х Р"--Х Р]ахау- р х Е" 4х0; 
это уравнение, имея два рациональных множителя: 
пду—Лах=0, Рау— Е” 4х0, 


выражает, что характеристика состоит из двух различ- 
ных ветвей *), т. е. что поверхность имеет две харак- 
теристики, имеющие обособленные уравнения. 

14* 
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Первое из этих уравнений есть, как мы видели, 
уравнение проекции на плоскость х, у образующей, 
рассматриваемой в том положении, при котором она 
проходит через точку поверхности; второе в силу 
уравнения 

РгхР=хН 
приводится к первому. Следовательно, обе характери- 
стики сливаются в одну кривую, которая есть не что 
иное, как сама образующая. 


Ш 
Всякий раз, как мы будем иметь уравнегие в частных 
диференциалах вида (Е), для которого, кроме того, 
имеет место соотношение: 


ЮТ— 52=0, 

это уравнение будет представлять собою уравнение 
кривой поверхности, образованной движением кривой 
постоянной формы, которая, не врашаясь, лвижется вдоль 
совершенно произвольной направляющей кривой. Что 
касается природы образующей, т. е. вида функций 1 
и /, которые определяют ее проекции, то они являются 
определенными, но их вид зависит от вида трех коэ- 
фициентов А, 5, Г, предполагаемых известными, и мы 
дадим сейчас способ их нахождения. 

По данным коэфициентам А, $, Г мы найдем функ- 
цию Г(р, 4}, для которой они являются вторыми част- 
ными диференциалами, взятыми в предположении, 
что ри 4 считаются главными переменными. 
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Так как мы имеем 
Г=ИР р, 9, Г’=ЛЕ, 9), 


то мы будем иметь также: 

аГ или Гар Г 4а==ар-|- 49%; 
прибавим ко второй части раЁ-- 4 4Х, чтобы сделать 
ее полным диференциальным [количеством] *), и вычтем 


равное количество (рЁ + 9/') 4Е или просто 4Р в силу 
уравнения (С); тогда получим: 


Т=4(--4/) — 9Е, 
интеграл которого 


Гр 97/— ЕР 


Г— р" 9Г"— Е 


выражает Р через р, 4, функцию Г и ее частные 
диференциалы. Но мы знаем *), что три количества 
х—Бу—/ 2—[ представляют собою три функции 
одного и того же количества, следовательно, два из 
них являются функциями третьего; имея уравнения: 


ИЛИ 


х— Г =ча, 
у— Га, 
2-Е Г — рГ' — Г’ — а, 
исключим из двух первых посредством третьего ри 9; 
это всегда возможно в этом случае, так как имеем: 


ЮТ== 5, 


и, значит, количества Г’и Г” оба являются функциями 
а 3 
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Г— рГ' — Г” или 2—9: следовательно. будем иметь 
два уравнения: 
х—1(2—а)==4а, у— (2 — 2) =9я, 

где фи Х будут известными функциями; эти уравнения 
представляют собою уравнения образующей, рассматри- 
ваемой в каком-либо из ее положений; наконец, ре- 
зультат исключения @ из этих двух уравиений, содер- 
жаший х, у, 2 и две произвольные функции, 
представит собою уравнение поверхности и коиечный 
интеграл уравнения (Е)- 

Последние два уравнения выражают, что поверхность 
образована движением образующей постоянной формы, 
которая, находясь в первоначальном положении, имеет 
уравнения х—==#, у=]2; эта образующая движется 
без вращения вдоль некоторой произвольной направля- 
ющей, уравнения которой имеют вил: х==42, у==фг. 

РА 

Чтобы найти два уравнения в частных диференциа- 
лах первого порядка, нужно вспомнить из предыдущего, 
что три количества х—№ у—фи 2—Р являются 
одновременно постоянными и одновременно перемен- 
ными и что какие-либо два из них являются, следова- 
тельно, функциями третьего; таким образом этими урав- 
нениями являются два из следующих трех уравнений: 

х—НЕ(р, 4) == $ [в — Е (р, 9)], 

У—ЛЕ(р, == [2 — Е(р, 9), 

х—НЕ(р, 9)] =п {у — ПЕ(р, 9]}, 
любое из которых является следствием двух других. 
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Представляя в виде х = 42, у==фг уравнения двух 
произвольных проекций направляющей, получим конеч- 
ное уравяение поверхности в результате исключения @ 
из двух уравнений: 


х—ча-=#Н(г— а), у—фа=1(2— 4). 


Мы не будем изучать более подробно эту поверх- 
ность; мы дадим здесь только некоторые результаты, 
относящиеся к $ ХШ. 


Все методы интегрирования уравнений в частиых 
диференциалах, выражающих способы образований 
кривых поверхностей, дают методы интегрирования 
аналогичных уравнений в обыкновенных диференциа- 
лах с двумя переменными; методы эти обычно имеют 
‘то преимущество, что они дают уравнения в та- 
кой форме, которая наиболее удобна для построе- 
ния. Мы дадим сейчас один такой пример, связан- 
ный с уравнением во вторых частных диферен- 
циалах: 


(71 — 52) (КТ— 52) —'Ю— 255— ПЕ-Е1=0; 


это уравнение $ ХШ. Если в этом уравнении мы 
опустим одно из главных переменных, например у, то 
три количества а, $, Г обратятся в нуль, и уравнение 
сведется к 

тЮ = 1. 


Пользуясь теперь обозначениями, употребляемыми 
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в интегрировании уравнений в обыкновенных дифе- 
ренциалах, мы положим 


42 __ ЧР. 
ах "Р и ак 9; 


далее пусть Г(р) есть некоторая функция р, и пусть 


Г и ГГ 


ар ар 
Тогда уравнение ‚А ==1 примет вид: 


9Г" (р) =1. 
Это —— уравнение во вторых обыкновенных диферен- 
циалах, которое можно интегрировать обычными мето- 
дами *), но оно еще легче интегрируется методом $ ХШ. 
Действительно, если функция Г” дана, то мы разыщем 
функций Ги Г, что требует лишь квадратур, и при 
интегриревании оставим без внимания произвольные 
постоянные. Тогда два уравнения 


х—П = А, 
2--Г— РГ =В 
будут двумя первыми интегралами предложенного 
уравнения; А и В суть произвольные постоянные, 
входящие в эти уравнения; если из этих двух уравне- 
ний мы исключим р, то мы получим зависящий от 
х— Аи 2— В интеграл, пополненный двумя постоян- 
ными А и В. Уравнение это будет, следовательно, 
уравнением кривой постоянной формы, которая, не 
вращаясь, передвинулась по некоторому направлению 
на какое-нибудь расстояние от начала. 
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ПРИМЕР. 


Пусть предложено уравнение 
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(ба 21)? 


в котором а и $ — постоянные. Мы имеем здесь 


аз? 
Г (р) = =, 
(р-р)? 
что дает: 
О 34 Г=ИЙ- ар 
_ Уча т 
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следовательно, два первых интеграла предложенного 


уравнения суть: 
ар 


Уча 

7. 
——_.— В 
ее. 


и конечный интеграл есть результат 


, 


2+ 


исключения 


р из этих двух последних уравнений. Это исключение 
легко выполняется, если представить эти уравнения 


сначала в форме: 


2 

х— А—= гр 
И - ар 

— 22 

2— В = ь 
И? + ар 


а затем сложить квадрат первого, умноженный на 22, 
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с квадратом второго, умноженным на 22, что лает: 
92 (х— А)? - а2 (2— В} — а2? 1. 


1 Уравнение 
а 
=1 
8 
(8-22)? 
можно было бы интегрировать, и непосрелственно, пол- 


а, 
ставляя вместо 9 его значение Е: мы подучим;: 


ар __ ах 
3 — ав’ 
(2 -- р)? 
что дает: 
р РА 
ву — а +4, 
откуда 


а2 
ЕЕ НЕЕ —= А 
М2 -{ ар 
% 
Но мы должны также иметь 


‚а [рах+ В, 


откуда 
2) 
РВ 
У ар 
откуда 
р В 
из -- а2ря т 
2. 
ЗИ ЗИВНЕН 
7 У аар 


Это те же уравнения, которые мы выше нашли, Прим. авт, 


2— 


или 
2 
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Предложенное уравнение принадлежит, следователь- 
но, эллипсу, оси которого, сначала совпадавшие с 
линиями хи 2, имеют соответственно величины Эа, 
26 и который затем перенесен без вращения таким 
образом, что центр его поместился в произвольной 
точке, координатами которой являются два постоян- 
ные Ди В, ввеленные ннтегрированием. Это дает 
легкий способ построения. Перейдем теперь к урав- 
ненияМ в диференциалах первого порядка. 

Пусть мы имеем уравнение, составленное произ- 
вольным образом из двух количеств х--Ё#р, 2 — Ер 
и представленное в виде: 


Их — р, 2— Ер] =0. 


Какова бы ни была функция Ь лишь бы только 
между функциями Ёи РГР существовало соотношение: 


аЕ=р, 


мы получим полный интеграл этого уравнения, напи- 
сав три уравнения: 
х—Ш=А, 2— Ер=В, Д(А, В) =0, 


и исключив из них количество р и одно какое-ни- 
будь из двух произвольных постоянных А, В. 

Еслн мы сначала исключим р из двух первых 
уравнений, то мы, очевидно, получим уравнение 
между х—А и2— В. которое будет уравнением 
некоторой кривой начало которой перенесено в на- 
правлении х на расстояние А и в направлении 2 на 
расстояние В, т. е. уравнение кривой постоянной 
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формы, которая без вращения перенесена на неко- 
торое расстояние от начала; третье же уравненне 

Ка, В) =0 
будет уравненнем кривой, вдоль которой перенесена 
первая кривая; это дает легкий способ построения. 

Может случиться, что уравнение 
Лх— р, 2— ЕР] =0 

может быть представлено в такой форме, в которой 
будет иметь место соотношение: 

ЗЕ=р 
но способ привести его к такому виду не бросается 
в глаза. Но легко убедиться в том, что он существует; 
ибо, если это так, то, пролиференцировав это уравне- 
ние, всегда возможно исключить из него сразу хи 2 
при помощи уравнения, полученного его диференциро- 
ванием, и это даст уравнение во вторых лиференциалах: 


оГ (2) РЕВ 1, 
с которым булем поступать так, как выше было указано. 
$ ху 


О ДВУХ КРИВИЗНАХ КРИВОЙ ПОВЕРХНОСТИ 
1 

Обозначив через х, у, 2 координаты некоторой точки 
на кривой поверхности, мы можем написать уравнение 
сферы радиуса Ю, центр которой лежит на поверх- 

ности, в виде: 
иж —фУ- (#2— 2 = №, (А) 
где х!, у', 2'— координаты точки сферической поверх- 
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ности. Мы видели, что если, считая х", у’, 2" в этом 
уравнении постоянными, диференцировать его, считая 
переменным сначала х, а затем у, то полученные 
таким образом два уравнения: 
х—--(2—2)р=0, (В) 
У—У-Е(2—2)9=0 (С) 
представляют собою относительно х’, у’, 2’ уравнения 
двух нормальных к кривой поверхности плоскостей, 
проведенных через рассматриваемую на поверхности 
точку и перпендикулярных одна к плоскостн х, 2, а 
другая к плоскости у, 2; отсюда, как мы видели, 
следует, что эти два уравнения являются уравнениями 
двух проекций нормали, проведенной через рассмат- 
риваемую точку кривой поверхности. В этих уравне- 
ниях х', у', г’ переменные [координаты] нормали, а 
пять количеств х, у, 2, р, 4, относящихся к той точке 
поверхности, через которую проходит нормаль, явля- 
ются постоянными для этой нормали и изменяют свою 
величину при переходе от одной нормали к лругой. 
Если от точки, сначала взятой на поверхности, мы 
перейдем по некоторому направлению к некоторой 
бесконечно близкой точке, то приращения пяти колн- 
честв х, у, 2, р, 9 представятся соответственно их лн- 
ференциальными количествами х, ду, 42, ар, 44, кото- 


рые будут связаны следующими тремя уравнениями: 
42 =рах | аау, ар==гах | з4у, 49 —=зах Нё4у; 
Г. 
ах 


значение количества определит на плоскости х, у 
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проекцию того направления, по которому мы пере- 
ходим от первой точки ко второй. 

Проведем теперь через вторую точку новую нор- 
маль к кривой поверхности; если окажется, что эта 
нормаль расположена в одной плоскости с первой и, 
следовательно, пересекает ее в некоторой точке, то 
точка их пересечения будет той из точек первой 
нормали, в которой три координаты х", у’, 2’ не ме- 
няются, когда Хх и у изменяют свою величину. Ди- 
ференцируя уравнения (В}.и (С), считая х’, у’, 2’ по- 
стоянными, мы получим уравнения: 


ах | р ах-- раду-| (2—2) (гах -|- з4у) =0, 
ау-- раах-- ау + (2— 2) (вах #4у) =0; 


а 
исключая из них сначала Е ‚ а затем 2—2', полу- 
чим два уравнения, эквивалентные лвум предыдущим: 


(ем — 5) (2—2) Г й не и т 


РНЕ, (р) 
и. 
И НИ 
—(-{ 27) 5 {+ раг==0; (Е) 


четыре уравнения (В), (С), (Р), (Е) будут принадлежать 
точке пересечения двух последовательных нормалей. 
Но для определения трех координат х", у', =’ этой 
точкн достаточно трех первых из этих уравнений; 
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четвертое уравнение (Е), не содержащее ни одной из 
координат, выражает условие, которое должно быть 


а 
удовлетворено и которое, определяя значение Е $ 


указывает направление, по которому нужно перейти 
от первой точки поверхности ко второй для того, 
чтобы новая нормаль находилась в одной плоскости 
с первой и имела с ней общую точку. 

Таким образом, если определено положение точки _ 
на кривой поверхности, то четырьмя уравнениями 
(В), ©, (О), (Е определяется как направление, по 
которому нужно перейти от этой точки к точке бес- 
конечно близкой, чтобы две последовательные нор- 
мали пересекались, так и три координаты точки пе- 
ресечения этих двух нормалей. 


П 
Так как уравнение (Е) является алгебраическим 


а 
уравнением второй степени относительно =, то оно 


дает для него два значения; из этого следует, что, 
провеля нормаль через некоторую точку кривой по- 
верхности, можно всегда в двух различных направле- 
ниях перейти по поверхности от этой точки к дру- 
гой, бесконечно близкой, так, чтобы вторая нормаль 
лежала в одной плоскости с первой. 

Эти два направления являютсЯ вообще елинствен- 
ными, для которых это может иметь место; так что, 
если перейти от первой точки ко второй по любому 
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другому направлению, то получим новую нормаль, кото- 
рая не будет находиться в одной плоскости с первой и 
не будет иметь с ней никакой общей точки; исключением 
могут служить лишь те редкие случаи, когда уравне- 


ау 
ние (Е) удовлетворяется при любом значении ах - 


Два упомянутые направления обладают тем заме- 
чательным свойством, что они образуют друг с дру- 
гом прямой угол. Действительно, какую бы кривую 
поверхность мы ни` взяли и какую бы точку на ней 
мы ни выбрали, можно всегда предположить, что три 
взаимно перпендикулярные плоскости проекций, по- 
ложение которых было раньше произвольным, выбраны 
теперь так, чтобы касательная плоскость к поверх- 
ности в этой точке была параллельна плоскости х, у. 
В этом предположении оба количества р и 0 равны 
нулю, и уравнение (Е) принимает следующий вид: 


ив 


Следовательно, если обозначить через т и # два 


а 
значения р получающиеся из этого уравнения, то 


будем иметь: 
тн!-- 1— 0, 


и, значит, проекции двух направлений на плоскость 
х, У образуют прямой угол Но эти направления, 
находясь в касательной плоскости, параллельны своим 
проекциям, следовательно, они также образуют друг 
< другом прямой угол. | 
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Ш 


Так как и уравнение (Р} является алгебраическим 
уравнением второй степени относительно 2-— 2', то 
ясно, что три ‘уравнения (В), (С), (2} дают для каж- 
дого из трех количеств х’, У, 2 по два значения, 
которым будут соответствовать две точки пересе- 
чения первой нормали с двумя другими нормалями, 
каждая из которых находится в одной плоскости 
с первой. 

Рассмотрим одну из этих точек пересечения; если 
взять сферу, центр которой лежит в этой точке, а 
поверхность которой проходит через нашу точку 
кривой поверхности, то очевидно, что обе нормали 
к кривой поверхности, пересекающиеся в центре, 
булут также нормалями к сфере; следовательно, кри 
вая поверхность и поверхность сферы будут‘ иметь 
две последовательные общие нормали и соответсгвен- 
но с этим две последовательные общие касательные 
плоскости; эти поверхности будут иметь одну и ту 
же крнвизну при продвижении в плоскости, прохо- 
дящей через две нормали, т. е. в направлении, опре- 
деленном соответствующим значением о центром этой 
кривизны будут служить как раз точка встречи двух 
нормалей, т. е. центр сферы. 

Если рассмотреть затем вторую точку пересечения 
и взять таким же образом вторую сферу, центр ко- 
торой был бы во второй точке н повеэхность кото- 


рой также проходила бы через рассматриваемую точку 


15 г монж 
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кривой поверхности, то кривая поверхность и поверх- 
ность второй сферы снова будут иметь две послело- 
вательные общие нормали, две последовательные 
общие касательные плоскости и, следовательно, одну 
и ту же кривизну; направление, вдоль которого мы 
будем иметь это совпадение кривнзн, будет опреде- 


а 
лено вторым значением я ,; Оно будет находиться 


в плоскости, проходящей через две общие норма- 
ли; эта вторая плоскость будег перпендикулярна 
к той, в которой расположено направление первой 
кривизны. Наконец, вторая точка пересечения норма- 
лей, т.е. центр второй сферы, будет центром второй 
кривизны. 

Таким образом всякая кривая поверхность имеет 
в каждой из своих точек две кривизны, направления 
которых находятся в двух нормальных плоскостях, 
между собою перпендикулярных и центры которых 
находятся на одной и той же нормали. 

Очевидно, что так как три количества х, у, 2 
являются координатами точки поверхности, а три дру 
гие количества х', у’, 2'-— координатами центра кривиз- 
ны, то расстояние между этими двумя точками, т. е. 
величина радиуса кривизны, есть не что иное, как 
количество Ю, содержащееся в уравнении (А). Сле- 
довательно, если из четырех уравнений (А), (В), (С), 
(2) исключить три колнчества х — х', уу, 2—2", 
то будем иметь уравнение второй степени, которое даст 
два выражения радиуса кривизны А, через р, 4, г, $, #% 
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Полагая для сокращения 


я =" — 57, 
в = (1 -| 92) у — роз (1 2) Ь 
1 р-р, 


получим в результате исключения: 
2 ВЕРЮ -|- №*=0, 
откуда следует, что выражение двух радиусов кривизны 


следующее: 
— 293 


75 ЕТСЯ а 
=. [--.-РУ—чтЕ | у . (ЕР) 


ГУ 

Итак, каждая нормаль к кривой поверхности всегда 
пересекается с двумя бесконечно близкими нормалями, 
расположенными в двух взаимно перпендикулярных 
нормальных плоскостях Представим себе, что от 
нормали в первой точке поверхности мы переходим 
к одной из пересекающих ее бесконечно близких 
нормалей, затем от этой второй нормали мы перехо- 
дим к третьей, пересекающей ее по тому из двух 
направлений, которое бесконечно мало отличается от 
предыдущего; от третьей нормали мы переходим та- 
ким же образом к четвертой, ее пересекающей, и 
так далее на всем протяжении поверхности; очевидно, 
что мы опишем таким образом развертывающуюся 
поверхность, которая будет всюду перпендикулярна 
к кривой поверхности и пересечет ее по кривой линии, 
все элементы которой будут направлены по одной 
15* 
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из кривизн поверхностн, — эта кривая будет таким об- 
разом линией первой кривизны. Произведя то же по- 
строение для всех точек поверхности и беря каждый 
раз одно и то же направление кривизны, мы получим 
ряд. всех линий первой кривизны, которые разделят 
кривую поверхность на зоны переменной ширины. 
Положим также, что от нормали к первой точке 
поверхности мы переходим к другой из двух пересе- 
кающих ее бесконечно близких нормалей, что от 
последней мы переходим к следующей, сохраняя вто- 
рое направление кривизны, и так далее на всем про- 
тяжении поверхности; очевидно, что мы опишем 
новую развертывающуюся поверхность, которая будет 
также всюду перпендикулярна к кривой поверхности 
и пересечет ее по линин второй кривизны, причем 
эта линия пересечет все линии первой кривизны под 
прямыми углами. Поступая так же со всеми точками 
поверхности, и сохраняя то же направление, мы по- 
лучим ряд всех линий второй кривизны. Эти линии 
также разделят кривую поверхность на зоны перемен- 
ной ширины, причем каждая из этих зон будет 
перпендикулярна к зонам другой кривизны, и обратно; 
таким образом эти два ряда кривых разделят кривую 
поверхность на элементы, которые можно считать прямо- 
угольными. Поясним это на одном простом примере. 
Пусть мы имеем какую-ннбудь поверхность враще- 
ния; если от одной из ее точек мы перейдем в пло“ 
скости меридиана к точке бесконечно близкой, то 
две последовательные нормали пересекутся, так как 
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обе они расположены в плоскости одного и того же 
меридиана. Если мы перейдем от первой точки к 
точке бесконечно близкой в направлении параллели, 
то две последовательные нормали снова пересекутся, 
так как обе они пройлут через одну и ту же точку 
оси. Но при переходе от одной точки к другой в 
каком-либо другом направлении обе нормали пересе- 
кут ось в различных точках и не будут встречаться 
друг с другом Следовательно, меридианы являются 
линиями одной кривизны, а параллели — лнниями 
другой. Каждый из меридианов пересекает. все парал- 
лели под прямыми углами, и обратно, и два ряда этих 
линий делят кривую поверхность на элементы, кото- 
рые можно считать прямоугольными. 

Мы видели, что уравнение (Е) выражает соотно- 


а 
шение, которое должно иметь место между Е И ПЯТЬЮ 


количествами р, 4, Г, $, # для того, чтобы две после- 
довательные нормали пересекались: оно есть, следо- 
вательно, уравнение проекции линии кривизны на 
плоскость х, у. Следовательно, если продиференци- 
руем дважды данное уравнение кривой поверхности, 
чтобы получить выражения р, 4 у, $, Ё через хиуи 
подставим их в уравнение {Е), то получим уравне- 
ние в обыкновенных днференциалах, содержащее х, у, 
а 
ах* 
визны. Это уравнение будет второй степени относи- 


а 
тельно р ; поэтому, когда мы проинтегрируем его и 


которое будет уравнением проекции линии кри- 
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пополним произвольной постоянной, которую обозна- 
чим через А, то эта постоянная будет входить во второй 
степени и интеграл будет иметь вообще следующий вид; 


А? -|- АЁ(х, У) -Л(х, У) =0, 


где функции Е и Ёопределятся интегрированием. Если 
же мы захотим определить, каково должно быть 
значение этого цостоянного для того, чтобы некоторая 
линия кривизны проходила через данную на поверх- 
ности точку, соответствующую значениям х-=а, 
у==р, то нужно подставить эти частные значения Х н 
у в интеграл, который примет вид: 


А2-|- АЕ (а, 6) | (а, В =0; 
постоянное А должно удовлетворять этому уравнению. 
Оно дает для Д два значения, которые мы обозна- 
чим через Е (а, 6) и Р(а, 5); они различаются между 
собою только знаком радикала; подставляя их по- 
следовательно в интеграл, получим два уравнения: 


[2 (2, /Р--В(@, Б У Е Деу, (0) 
[Е (а, 6-4 (Ра, БИ) =0, (Н 


которые представляют собою уравнения двух линий 
кривизны, проходящих через данную точку. В даль- 
нейшем мы будем иметь возможность пояснить этот 
процесс на примерах. 

Если в уравнение (Е) линий кривизны подставить 
вместо г, # их значения, взятые из 4р-— гах + ау 
и 949=54х--Ё4у, то количество 5 уничтожится 
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и, пользуясь соотношением 42=рах--р4у, мы 
придадим уравнению следующий вид: 

ар (ау | 942) = 94 (ах | ра). (Е) 
в котором, как мы увидим, оно часто встречается и 
который необходимо знать. 


У 


Мы виделн, что каждой линии кривизны соответ- 
ствует развертывающаяся поверхность, нормальная к 
кривой поверхности и являющаяся геометрическим 
местом всех нормалей, проходящих ‘через одну и ту 
же линию кривизны. Для всех линий первой кри- 
визны имеем ряд таких развертывающихся поверхно- 
стей, которые различаются между собою только не- 
которым постоянным, определяющим одновременно их 
форму и голожение. Для всех линий второй кривиз- 
ны имеем другой ряд нормальных развертыва ощихся 
поверхностей, которые различаются между собою не- 
которым другим постоянным. Так как две нормальные 
развертывающиеся поверхности, проходящие через 
одну и ту же точку поверхности, пересекаются по 
общей нормали и так как они перпендикулярны 
друг к другу, то каждая нз развертывающихся поверх- 
ностей одного из рядов пересекает по прямой линии 
все развертывающисся поверхности другого ряда, об- 
разуя с ними прямые углы. Следовательно, два ряда 
развертывающихся поверхностей разделяют простран- 
ство на элементы, которые бесконечно узки в направ- 
лениях обеих кривизн и неограничеиы в направлении 
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нормали; эти элементы ограничены четырьмя попарно 
перпенликулярными плоскостями и четырьмя бесконеч- 
ными прямолинейными ребрами. 

Легко заметить, что когда дана поверхность неко- 
торого свода, то наиболее естественно при разделе- 
нии ее швами на плиты взять в качестве швов раз- 
вертывающиеся поверхности, нормальные к поверхно- 
сти свода и отстоящие друг от друга для каждой из 
двух последовательностей на конечное расстояние, 
зависящее от свойств материала. Эти швы были бы 
все перпендикулярны к поверхности и перпендикулярны 
друг к другу; следовательно, плиты имели бы только 
прямые углы. Швы, образованные движением прямой 
линии, принадлежали бы к числу тех, которые назы- 
ваются линейчатыми, и, следовательно, их легко было 
бы сделать. Кроме того, если бы эти швы были видны 
иа поверхности свода, то они образовали бы кривые, 
перпендикулярные между собой, Эти кривые, вид ко- 
торых зависит от самой природы поверхности, сделают 
более заметной образующую; наконец, эти линии 
разделят поверхность свода на прямоугольные части, 
которые могут быть использованы для стройной и 
соответствующей природе поверхности росписи. 


Так как уравнения (В) и (С) являются относительно 
х!, У, 2! уравнениями нормали, то очевидно, что если 
мы заставим эту нормаль двигаться по развертываю- 
щейся поверхности одной из кривизн, то она будет 
проходить через линию этой кривизны и два количе- 
ства х и у будут связаны между собою соотношением, 
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выражаемым тем из двух уравнений (С) и (Н), которое 
соответствует этой кривизне. Следовательно, если из 
трех уравнений (В), (С), (С) и уравнения кривой по- 
верхности исключить х, у, 2, то мы получим для од- 
ной из кривизн содержащее х’, у, 2’, а, 6 уравнение 
развертывающейся нормальной поверхности, прохоля- 
щей через точку х=а, у=Ь. Если же мы исклю- 
чим х, у, = из трех уравнений (В), (С), (Н) и урав- 
нения кривой поверхности, то мы получим содержашее 
х', у, 2, а, 6 уравнение нормальной развертывающейся 
поверхности, соответствующей другой кривизне и 
проходящей через ту же точку. 


У 


Кажлая из нормальных развертывающихся поверх- 
ностей одного ряда имеет ребро возврата, которое, 
будучи местом пересечения последовательных иормалей 
к линии кривизны, является, очевидно, геометрическим 
местом центров одной из кривизн для всех точек по- 
верхности, расположенных на одной и той же линии 
кривизны. Если рассмотрим систему ребер возврата 
всех нормальных развертывающихся поверхностей од- 
ного и того же ряда, то эта система образует кривую 
поверхность, которая будет геометрическим местом 
всех центров одной из кривизн кривой поверхности. 
Точио так же система ребер возврата всех нормальных 
развертывающихся поверхностей другого ряда обра- 
зует другую кривую поверхность, которая будет гео- 
метрическим местом всех цеитров второй из кривизн 
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той же кривой поверхности. Эти две поверхности 
центров кривизны одной и той же кривой поверхности 
в некоторых частных случаях могут быть представлены 
каждая особым уравнением, но` вообще они являются 
различными полостями одной и той же кривой поверх- 
ности и выражаются одним и тем же уравнением выс- 
шего порядка*). По отношению к кривой поверхности 
они представляют собой то же, что и огибающие по 
отношению к кривым линиям. 

Так как три уравнения (В), (С), (2) дают координаты 
х!, у, =! центра кривизны, соответствующего произволь- 
ной точке кривой поверхности с координатами х, у, 2, 
то очевидно, что если из трех уравнений (В), (©), (0) 
и уравнения кривой поверхности исключить х, у, 2, 
то результирующее уравнение в переменных ху, 2 
будет уравнением поверхности центров кривизны. 

Если уравнение второй степени (О) после подста- 
новки значений р, 4, г, $, & через х и у окажется 
разложимым на два рациональных множителя, т. е. 
если количества х и у можно будет вывести из-под 
знака радикала, то, поступая так, как было только 
что сказано, < каждым множителем в отдельности, мы 
получим для каждой из поверхностей центров кривизн 
свое особое уравнение; в этом случае обе поверхности 
будут обособленными: они могут быть либо совершенно 
независимыми, если количество, которое стоит под 
радикалом, есть полный квадрат, либо связанными 
между собою только соотношением между параметрами, 
еслн постоянное количество, находящееся под радика- 
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лом, не является полным квадратом. Но если хиу 
не могут быть целиком выведены из-под радикала, то 
можно пользоваться только самим уравнением второй 
степени (О); результат исключения будет четной сте- 
пени относительно х’, у, 2 и поверхности центров 
обеих кривизн не будут более обособленными. Они 
будут представлять собою различные полости ‘одной 
и той же кривой поверхности, образованные одним 
и тем же способом. 

Из того, что каждая нормаль есть в то же время 
и касательная к ребрам возврата двух нормальных 
развертывающихся поверхностей, для которых она 
служит пересечением, следует, что она является каса- 
тельной одновременно к двум полостям поверхности 
центров кривизны; далее, каждая из этих полостей 
есть огибающая всех нормальных развертывающихся 
поверхностей одного и того же ряда*). Таким образом 
кажлая плоскость, касательная к одной из разверты- 
вающихся поверхностей, будет также касательной 
к полости, которой эта поверхность касается; следо- 
вательно, если мы проведем через одну и ту же нормаль 
две плоскости касательные к тем развертывающимся 
поверхностям, пересечением которых служит нормаль, 
то эти две плоскости, образующие при этом между 
собой прямые углы, будут касательными одна к пер- 
вой полости поверхности центров, а другая — ко 
второй. Следовательно, поверхность центров кривизны 
кривой поъерхности обладает тем замечательным свой- 
ством, что с какой бы стороны мы на нее ни 
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смотрели, видимые контуры двух полостей кажутся 
всегла пересекающимися под прямыми углами. 
Отсюда следует, что не каждая кривая поверхность 
может быть поверхностью центров кривизны другой 
поверхности. Для этого нужно: 1) чтобы ее алгебраиче- 
ское уравнение имело четную степень, 2) чтобы ви- 
димые контуры двух полоётей были перпендикулярны 
между собой. Все те поверхности, которые не уло- 
влетворяют этим двум условиям, могут представлять 
собою только поверхность центров одной из кривизн 
и должны быть сопряжены с другой кривой поверх- 
ностью, которая представит собою поверхность центров 
второй кривизны и для которой достаточно, чтобы види- 
мые контуры обеих поверхностей были между собою 
перпендикулярны, с какой бы точки на них ни смотреть. 
Если на полости центров одной из кривизн мы рас- 
смотрим какое-нибудь из ребер возврата, геометриче- 
ским местом которых эта полость является, то это 
ребро возврата для каждых его’ двух точек будет 
кратчайшей из всех линий, которые можно провести 
на полости. Действительно, соприкасающаяся плоскость 
этого ребра, т. е. плоскость, которая проходит через 
две его последовательные касательные, является каса- 
тельной к развертывающейся поверхности, которой 
принадлежит ребро и которая является геометрическим 
местом касательных к этому ребру; поэтому эта со- 
прикасающаяся плоскость является касательной к поло- 
сти центров другой кривизны и, следовательно, нор- 
мальной к первой полости в точке соприкасания*). 
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Но линия, для которой соприкасающаяся плоскость 
нормальна х поверхности в точке соприкасания, явля- 
ется кратчайшей из всех линий, которые можно на этой 
поверхности провести между какими-нибудь двумя точ- 
ками этой линии; иначе говоря, это та линия, по ко- 
торой расположится натянутая нить, закрепленная в двух 
точках поверхности *). Ибо, если мы представим, что 
нить наложена на эту кривую, совпадая с нею, и на- 
тянута на двух своих концах равными силами, то равно- 
действующая натяжений двух последовательных элемен- 
тов будет лежать в плоскости этих двух элементов, 
т. е. в соприкасающейся плоскости, нормальной к по- 
верхности; и так как эти два- натяжения равны между 
собой, то направление равнодействующей разделит на 
две равные части угол, образованный двумя последо- 
вательными элементами: таким образом эта равнодей- 
ствующая будет нормалью к поверхности и будет пол- 
ностью уничтожаться сопротивлением этой поверхности; 
нить, таким образом, не будет иметь никакого стрем- 
ления удалиться от кривой; на которую она наложена 
и с которой она всегда будет совпадать. 

Если две полости центров кривизны пересекаются, 
то они будут пересекаться под прямыми углами и кри- 
вая их пересечения будет геометрическим местом цент- 
ров сферической кривизны поверхности. ибо каждая 
из точек этой линии, находясь одновременно на поло- 
стях двух кривизн, будет общим центром двух 
кривизн, которые в соответствующей точке поверх- 
ности равны между собой, подобно кривнзнам сферы, 
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Далее, если мы рассмотрим все касательные к кривой 
пересечения обеих полостей, то каждая из них будет 
нормальна к поверхности и пересечет ее в точке, в ко- 
торой обе кривизны будут иметь один и тот же центр 
и один и тот же радиус. Кривая, которая проходит 
по поверхности через все эти точки, является замеча- 
тельной линией поверхности — это линия сферических 
кривизн, которая не совпадает ни с какой из линий кри- 
визны и пересекает все линии кривизны одного и дру- 
гого рода. Уравнение этой кривой получим, приравни- 
вая друг другу значения двух радиусов кривизны, т. е. 
полагая равным нулю радикал уравнения (0), что дает: 


Е + 92) 7 — 2рдз + (1 + р) 8 =4 (п — 9) 12-92). 


Совершенно очевидно, что линия сферических кри- 
визн является эвольвентой линии центров сферической 
кривизны, т.е. линии пересечения двух полостей по- 
верхности центров. Таким образом, если закрепить 
нить в одной из точек пересечения двух полостей 
центров, а затем, натянув нить, привести ее в движе- 
ние так, чтобы она навертывалась на это пересечение 
и чтобы прямолинейная часть нити была все время 
касательной к этой кривой, то одна из точек этой 
нити пробежит линию сферической кривизны. Если же 
натянув нить, мы не подчинили ее никакому условию, 
то в предположении, что на полостях центров нет ни- 
какого трения, она в каждом своем положении будет 
разделена на три части: первая будет обертывать не- 
которую часть пересечения двух полостей, вторая изо- 
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гнется и натянется на ту полость поверхности центров, 
к которой нить окажется ближе, и наложится на одно 
из ребер возврата, геометрическим местом которых 
является эта полость; третья, прямолинейная часть нити, 
будет касательной к этому ребру возврата и нормальна 
к поверхности; наконец, на самой поверхности будет 
находиться одна и та же точка нити. Таким образом, 
приводя в движение постоянно натянутую нить, можно 
переносить одну и ту же точку ее последовательно 
во все точки поверхности. 

Таким образом мы видим, что любая поверхность 
может быть произведена двумя непрерывными движе- 
ниями точки натянутой нити, навертываемой на поло- 
сти поверхности центров, подобно тому как плоская 
кривая может быть произведена движением точки на- 
тянутой нити, навертываемой на эволюту кривой. 

Мы будем. заниматься теперь определением способа 
образования поверхностей по свойствам их линий кри- 
визны, радиусов кривизны и т. д. Мы часто будем 
иметь случай пользоваться уравнениями, приведенными 
В этом параграфе. 

$ ХМ 
О ЛИНИЯХ КРИВИЗНЫ ПОВЕРХНОСТИ ЭЛЛИПСОИДА 
1 

Отложив по обе стороны от начала на линии х-ов 
отрезок а, на лииии у-ов — отрезок $ и на линии 
2-ов —— отрезок с, мы получим шесть точек, располо- 
женных таким образом, что каждая из трех взаимно 
перпендикулярных плоскостей содержит четыре таких 
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точки; в каждой из этих плоскостей представим себе 
эллипс, для которого четыре точки, лежащие в одной 
из плоскостей, будут четырьмя вершинами; для каждого 
из этих эллипсов, которые мы будем называть главными 
эллипсами, полуосями будут служить два из трех 
отрезков а, 6, с; и уравнения этих эллипсов будут: 

6х? -|- 22? — а26?, 

с2у? -|- 6222 — 62еа, 

222? -|- с2х2 —= са?. 

„Затем представим себе, что некоторая плоскость дви- 
жется параллельно одной из перпендикулярных пло- 
скостей; в каждом из своих положений она пересечет оба 
главных эллипса, каждый в двух точках, что определит 
на этой плоскости четыре точки; наконец, представим 
себе эллипс, для которого четыре последние точки 
будут четырьмя вершинами; геометрическое место эл- 
липсов, построенных по такому закону, будет поверх- 
ностью эллипсоида; можно также считать, что эта 
поверхность образована движением эллипса, изменяю- 
щего одновременно форму и положение. Мы поставим 
себе целью разыскать линии кривизны на поверхности 
этого эллипсоида. 

Из способа образования поверхности ‘очевидно, что 
она симметрична относительно каждой из трех линий 
х-ов, у-ов и 2-0в, на которых лежат три оси поверх- 
ности, и что величины этих трех осей будут соответствен- 
но 2а, 2Ь, 2с. Относительно осей мы предположим, что 
первая из них есть наибольшая, а последняя наимень- 
шая. 
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Н 


Чтобы найти уравнение поверхности эллипсоида, 
предположим, что подвижная плоскость параллельна 
плоскости х, у и находится на некотором расстоянии @ 
от начала; тогда ее уравнеиие будет: 

2=а. _ 

Чтобы найти координаты точек, в которых оиа пере- 
сечет оба главных эллипса, положим в их уравнениях 
&—==а, что даст: 


я ь 
=, ` У? = 82 


68 — а 

с ' 
эти значения хи у будут полуосями подвижного эллипса, 
уравнение которого, следовательно, будет иметь Вид: 


^ реза | деду? = 4262 (с? — ой). 


х? — а? 


Таким образом это уравнение и уравиение полвиж- 
ной, плоскости представляют собою два уравнения по- 
движного эллипса, рассматриваемого в пространстве; 
форма и положение этого эллипса определяются зна- 
чением @. Следовательно, чтобы получить уравнение 
поверхности, образованной движением этой ‘кривой, 
нужно исключить @ из этих двух уравнений; таким 
образом мы получим уравнение поверхности эллипсоида: 


Б2с2х? -|- ореВуз -|- 02622? — а. 

Если бы подвижная плоскость была параллельна 
плоскости х, 2 или плоскости у, 2, мы имели бы подоб- 
ный же результат и, следовательно, получили бы ту 
же поверхность. 

16 г. монж 


242 ГАСПАР МОНЖ 


Ш 


Для получения уравнеиия линий кривизны нужио 
диференцировать дважды уравнение поверхности, чтобы 
получить значения р, 4, , $, # и подставить их затем 
в уравнение (Е) стр. 222 — линий кривизны. Диферен- 
цируя, найдем: 


В. 

аа 
4 —#, 
Ее о (62 —у), 
$ — — ры АУ, 
= а (а — 2): 


подставляя эти значения в уравнение (Е) 
1 [1 48) 8 —Р рей -- | 
о () 
— 0 +2) 5—2 


мы получим для проекций линий кривизны на пло- 
скость х, у уравнение в обыкновенных диференциалах 
с двумя переменными: 
ау 
22 62 — 62 ей 
( ) ХУ ха 


2 {22 АЕ с?) х2 
р: ау |- а? {22 ыы: я» — #2 {2 — 6?) ху =—0, 
Е а22? (22 52) 


* ах 
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откуда, полагая для краткости 


47(62 — 22). И а? и — #2) —В 
9% (28 — 22) — 22 ’ 


получим а 


Аху 1 И я — Лу? — В) — ху = 0, 
которое надо интегрировать. 


у 


Так как это уравнение имеет степень выше первой, 
то мы должны считать, что оно есть результат интегри- 
рования некоторого диференциального уравнения выс- 
шего порядка, получающийся после установления 
некоторых нелинейных соотношений между пополня- 
ющими интеграл произвольными постоянными *). Это 
уравнение высшего порядка нужно найти, исключая 
постоянные последовательным диференцироваиинем, за- 
тем интегрировать его до получения конечных коли- 
честв; этим введем столько постоянных, сколько раз мы 
диференцировали; наконец, нужно найти соотношение, 
которое должно существовать между этими произ- 
вольными постоянными для того, чтобы удовлетворя- 
лось предложенное уравнение. 

Диференцируя предложенное . уравнение, найдем: 


4 рлху че ха — АР — В) -- 


ана) 


при исключении одного из постоянных А, В другое 
16* 
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также исчезнет, и мы получим линейное уравнение 
во вторых диференциалах: 


ху ау -|- 4у(хау— уах) =0, 


которое может быть представлено в виде: 
У У 
=; 44у -|- 4уа 0 
и интеграл которого 
У 
ре ау = 8 ах, 


где В — произвольное постоянное, введенное при ин- 
гегрировании. 


ву. 
Подставив в предложенное уравнение вместо =, его 


значение из интеграла, будем иметь искомый интег- 
рал, содержащий произвольное постоянное В; в дан- 
ном случае этот процесс очень прост; в общем же 
случае предпочтительнее обратиться непосредственно 
к уравнениям в конечных количествах, что всегда дает 
наиболее простое уравнение, а затем определить зна“ 
чения сверхкомплектных постоянных таким образом 
чтобы предложенное уравнение удовлетворялось. 
Интегрируя еще раз, найдем: 


= Ву 
— Уравнение конического сечения, концентричного 
с эллипсоидом, оси которого направлены вдоль линий 
х-ов и у-ов и имеют произвольную величину; [е);[9) 
может быть эллипсом или гиперболой в зависимости от 
знака постоянного В. Но мы должны иметь только 
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одну произвольную величину; следовательно, из двух 
осей конического сечения мы только одной можем 
располагать, вторая зависит от первой, и эта завиеи- 
мость должна быть такова, чтобы предложенное урав- 
нение удовлетворялось. Чтобы найти эту зависимость, 
обозначим через т и п величины полуосей кониче- 
ского сечения, уравнение которого будет: 


12х2 = т?у? =— т?иР, 
где’ верхний знак соответствует эллийсу, а нижний — 
гиперболе; диференцируя, найдем: 


ЧУ 7х. 
ад тазу ' 
ау 
при подстановке вместо уи ах ИХ. значений в пред- 


ложенное уравнение х исчезнет, и мы найдем, что, для 
того чтобы это уравнение удовлетворялось, полуоси т 
и п должны быть связаны следующим соотношением: 
тат Ап? —В. 
Эти полуоси для каждого Эллипса суть координаты 
некоторой точки определенной гиперболы; полуоси 
же каждой гиперболы являются координатами неко- 
торой точки определенного ‘эллипса; эти определен- 
ные эллипс и гипербола концентричны с эллипсоилом, 
имеют одни и те же оси, из которых одна направлена 
по линии х-ов, а другая по линии у-ов, и величины этих 
осей таковы, что половина первой есть и В, а половина 


В 
второй есть у . После подстановки вместо Аи В их 
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значений величины общих полуосей определенных 
эллипса и гиперболы будут соответственно: 


аИ2— уа—в 


ув И У?—@` 
Отсюда следует следующее построение. 


У 


Построим первую гиперболу и первый эллипс, оба 
концентричные с главным эллипсом так, чтобы 
их общие полуоси имели соответственно значения: 
ут-м вуа—= _ 
уз уя-а 
в направлении линии у-ов. Мы будем называть эти 
кривые вспомогательными гиперболой и эллипсом. 
Далее, если для произвольной точки гиперболы 
проведем две прямоугольные координаты, то эти ко- 
ординаты будут служить полуосями некоторого дру 
гого эллипса, концентрического с гиперболой, кото- 
рый будет проекцией на плоскость Хх, у одной из 
линий кривизны эллипсоида. Построив таким же об- 
разом сколько угодно эллипсов, получим проекции 
всей последовательности линий одной из кривизн 
поверхности. Также, если для какой-нибудь точки 
вспомогательного эллипса проведем прямоугольные 
координаты, они будут служить полуосями концен» 
трической гиперболы. Каждая из гипербол, таким 
образом построенных, пересечет все эллипсы, и обратно 
[Каждый из эллипсов пересечет все гиперболы]; сово> 


в направлении линии х-ов и 
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купность этих гипербол будет представлять собою проек- 
цию всей последовательности линий второй кривизны. 
Так как количество, 2? — $? всегда меньше, чем 
а? — с?, то отсюда следует, что та общая ось вспо- 
могательных эллипса и гиперболы, которая имеет зна- 
20 а — в 
2а и что, следовательно, общие вершины этих двух 
кривых падают внутрь главного эллипса. Отсюда оче- 
видно, что наименьший из эллипсов, служащих про- 
екциями линий кривизны, имеет своей большой осью 
эту общую ось и что его малая ось равна нулю, сле- 
довательно, он сливается с линией х-ов; отсюда сле- 
дует, что главный эллипс, лежащий в плоскости х, 2, 
представляет собою одну из линий кривизны поверх- 
ности. По мере того, как большая ось эллипсов уве- 
личивается, увеличивается также и малая, и когда 
первая из них становится равной большой оси эллип- 
соида, эллипс совпадает с тлавным эллипсом, лежа- 
щим в плоскости х, у, который также, следовательно, 
является линией кривизны. В самом деле, если в урав- 
нении вспомогательной гиперболы #1? — Ал? = В по- 
ложить == и подставить вместо А и В их зна 
чения, то найдем п ==. Бесполезно строить эллипсы 
болышие, чем последний, так как они расположатся вне 
эллипсоида и для нашего исследования не нужны; 
Мы видим, следовательно, что каждая из двух. то- 
чек, служащих общими вершинами вспомогательных 
эллипса и гиперболы, охвачена с одной и той же 


чение меньше большой оси эллипсоида 
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стороны всеми эллипсами, которые постоянно стягива- 
ются по мере того, как их вершины приближаются к этим 
точкам, и которые лишаются своей малой оси только 
тогда, когда их вершины совпадают с этими точками. 

Что ‚касается гипербол, то ясно, что ни одна из 
них не может иметь в направлении линии х-ов оси 
большей, чем общая ось вспомогательных эллнпса 
в гиперболы. Та гипербола, ось которой достигает 
этой величины, имеет вторую ось, равную нулю, 
и гипербола сливается. с линией х-ов. По мере того 
как первая ось уменьшается, вторая увеличивается 
и притом так, что, когда вторая достигает макси- 
мума, первая в сваю очередь обращается в нуль, 
и тогда обе ветви гиперболы совпадают с линией у-ов. 
Таким образом третий главный эллипс, так же как 
и два других, является линией кривизны поверхно- 
сти. Каждая из общих вершин вспомогательных эл- 
липса и гиперболы охвачена всеми типерболами, но 
со стороны, противоположной той, с которой ее 
охватывали эллипсы. Гиперболы стягиваются по мере 
того, как их вершины приближаются к этим точкам, 
и лишаются своей малой оси только тогда, когда их 
вершины достигают этих точек. Эти точки, относи- 
тельно которых эллипсы и гиперболы обращены своей 
вогнутостью, представляют собою проекции четырех 
весьма замечательных точек кривой поверхности; две 
из них расположены над плоскостью х, у, а две дру- 
гие — под нею. Это — четыре омбилические точки, 
вокруг которых скопляются линин обеих кривизн 
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по одну сторону — одного рода, а по другую —- дру- 
гого. Эти линии стягиваются по мере того, как при- 
ближаются к омбилическим точкам, и когда достигают 
их, то переходят из одного рода в другой. 


У 

Проекции линий кривизны являются кривыми раз- 
личного рода для обеих кривизн только потому, что 
плоскость проекций выбрана не симметрично. В са- 
мом деле, так как три оси эллипсоида предполага- 
ются неравными, то на плоскости, проведенной через 
болыную и среднюю оси, мы найдем при помощи 
того же рассуждения совершенно анаяогичные резуль- 
таты; но, выбирая плоскость, проведенную через наи- 
большую и наименьшую осн, получим проекции ли- 
иий кривизны одного и того же рода; все ови стро- 
ятся по одному и тому же закону, и это построение 
их наиболее удобно для применения на практике. Чтобы 
найти уравнение проекций линий кривизны на пло- 
скость х, 2, нужно из уравнения кривой поверхности 


Верх? -|- а?е?у? -|- 22622? — а??? 


исключить у посредством уравнения проекции на 


нлоскость ху: 
12 == пу? = ТИР, 


в котором имеем между произвольными постоянными 
т и п соотношение: 


т? Аи? == В, 


вследствие которого эти постоянные сводятся к одной. 
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Это исключение производится наиболее просто с по- 
мощью тождества: 
д6?-|- В==а? 
и дает: 
62 (а? — т?) Вх? -|- 226? т? Аг? —= 02с8т? (а? — т?), 


где двойные знаки исчезли. Но мы видели, что ко- 
личество т, представляющее собою длину направлен- 
ной по линии х-ов оси конического сечения, лежа- 
щего в первой проекции, никогда не может превышать 
длины а соответствующей оси эллипсоида; количество 
а? — т? будет, следовательно, всегда положительно, 
и уравнение, только что найдеинае нами, будет урав- 
нением концентрического с кривой поверхностью эл- 
липса, оси которого будут направлены вдоль линий 
х-ов и 2-0в и род которого при этом остается неиз- 
менным: Пусть м’ и и — величины полуосей этого 
эллипса, тогда будем. иметь: 


2 _ амп 
В Ю 
2 @—т. 
2А ы 


исключая постоянное т, являющееся посторонним 
для рассматриваемой проекции, найдем, что полуоси 
этого эллипса должны быть связаны следующим соот- 
ношением: 

с2Вт! | а? Ап — 2462. 
Это уравнение. относительно п!, т является уравне- 
нием определенного эллипса; следовательно, обе 
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полуоси каждого из эллипсов, служащих проекциями 
на плоскость х, 2, являются прямоугольными коор- 
динатами одной и той же точки, взятой на некото- 


ром эллипсе, который будет одним и тем же для. 
42 
всех и полуось которого имеет величину УВ в на- 


правлении и’ и в направлении и’. Подставляя, 


ас 
Ул 
наконец, вместо Ди В их значения, найдем, что ве- 
личины полуосей этого последнего эллипса будут 


соответственно 


уе з сИ2—в. 
Уз— в ут-а’ 


из этого следует следующее построение. 


УП 


Построим вспомогательный эллипс, концентричный 


ау - с? 


1 
с главным эллипсом, оси которого будут ун-ы 
— 


В ЕТ 
В направлении ЛИНИИ Х-0В И ————— В направлении 
, У 62 — 62 


линии 2-ов. Достаточно построить четверть этой кривой. 
Затем, построив прямоугольные координаты какой- 
нибудь точки этого эллипса, построим концентричный 
эллипс, полуоси которого в направлении х-ов и 2-ов 
будут соответственно равны этим координатам. Этот 
эллнис будет проекцией одной из линий кривизны, 
И последовательность всех эллипсов, построенных 
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таким способом, будет проекцией двух последователь- 
ностей линий кривизны поверхности эллипсоида. Так 


г аие-а 
как полуоси вспомогательного эллипса ув=я 
су — 2 
уя-а больше соответственных полуосей а ис 
62 — ,. 


главного эллипса, то этот последний эллипс пол- 
ностью содержится в первом. Кроме того, главный 
эллипс есть один из эллипсов, получаемых преды- 
дущим построением; если в уравнении вспомогатель- 
ного эллипса 


с2Вт” -|- 262 Ан! — оАса 


дадим т’ значение а болышей оси главного эллипса 
и воспользуемся тождеством ДР -НВ = а?, то най- 
дем для ординаты и’ значение с малой оси. Следова- 
тельно, если через концы двух осей главного эллипса 
провести касательные к нему, то эти касательные, 
перпендикулярные друг к другу, встретятся в некоторой 
точке вспомогательного эллипса. Точка встречи делит 
четверть вспомогательного эллипса на две части, из 
которых первая служит для построения линий одной 
из кривизн, а вторая — для построения линий второй 
кривизны. 

В самом деле, та часть квадранта четверти вспомо- 
тательного эллипса, которая прилегает к его первой 
оси, дает эллипсы, у которых большие оси больше, 
а меньшие оси меньше, чем соответствующие оси 
главного эллипса. Эти эллипсы, которые стягиваются 


ПРИЛОЖЕНИЕ АНАЛИЗА К ГЕОМЕТРИИ 258 


по мере того, как их большие оси удлиияются и сов- 
падают с линией х-ов, когда болышцая ось становится 
равной оси вспомогательного эллипса, делят площадь 
главного эллипса. на зоны, вытянутые в ‘направлении 
болыцой оси; они являются проекциями линий одной 
из кривизн. Напротив, та часть квадранта эллипса, 
которая прилегает к его второй оси, дает эллипсы, 
у которых оси, направленные вдоль линии х-ов, меньше, 
а направленные вдоль линии 2-ов — больше, чем соот- 
ветствующие оси главного эллипса. Эти эллипсы, ко- 
торые стягиваются по мере того, как ось, направлен- 
ная вдоль линии 2-о0в, растет и которые совпадают 
с линией 2-ов, когда эта ось становится равной оси 
вспомогательного эллипса, разделят площаль эллипса 
на зоны, вытянутые в направлении линии 2-ов. Каждый 
из этих эллинсов пересекает каждый из эллипсов 
первого рода в четырех точках, которые лежат внутри 
главного эллипса; следовательно, они являются проек- 
циями линий второй кривизны. 


УЕ 


Если в последней из рассмотренных нами проек- 
ций через концы осей вспомогательного эллипса, 
взятые попарно, провести четыре прямые линии, 
то получится равносторонний параллелограм, в ко- 
торый окажутся вписанными ‘все эллипсы, являю- 
щиеся проекциями линий кривизны, и каждый из 
этих эллипсов будет касаться четырех сторон этого. 
параллелограма. 
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В самом деле, если из уравнения эллиясов 
п'2х? | таг — тн"? у 
исключить величину 7’ посредством уравнения вспо- 
могательного эллипса 
с2Вт! -|- а? Ат — @46?, 
то полученное уравнение, расположенное по степеням л', 
примег вид: 
2262 Ап’ -- п? [62 Вх? — 0262 Аг — 0%] -|- а? == 0. 
Это -— уравнение эллипсов, проекций линий кривизны, 
которые различаются между собою только частными 
значениями постоянного #. Чтобы иметь огибающую 
всех этих элЛипсов, т. е. линию, ограничивающую про- 
странство, которое они занимают на плоскости проек- 
ций, нужно диференцировать это уравнение, считая 
единственным переменным, и исключить и’ посред- 
ством уравнения, полученного диференцированием. 
Но, диференцируя, будем иметь уравнение: 


24252 Ап! -|- с2Вх? — 026? Аг? — 0462 —0 
и, исключая 7м!?, получим следующее уравнение оги- 
бающей всех эллинсов: 
[с-Вх* — а — 242? — 44867 А22 — 0. 
Первая часть этого уравнения прелставляет собою раз- 


ность двух квадратов; следовательно, оно распадается 
на два уравнения: 


с?Вх? — 2262А2? — а4с? -|- Зазбех ИА=0, 
с2Вх? — а2Ь?А2? — 246? — За36сг У А == 0, 
а так как каждое из них также представляет собою 
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разность . квадратов, то окончательно уравнение оги- 
бающей распадается на четыре уравнения: 


схУВ- аёё УА-а%=0 
—схИВ— аёё УА- а =0, 
— схИВ- аё2 УА- а == 0, 
схИВ— ав: ИА + ас = 0, 


которые после подстановки вместо А и В их значе- 
ний примут вид: 


хи — В+ аг Ум с1 а Уй— 8 —0, 

— сх — В а УР ас И е—@е=0, 
— хи — а У У — 2-0, 
хи — ПИ а-ае И — 6—0. 


Это — уравнения четырех прямых, проведенных чере. 
взятые попарно концы вспомогательного эллипса. 


х 


Болыцая часть других поверхностей имеет омбили- 
ческие точки, аналогичные тем, которые мы обнару- 
жили на поверхности эллипсоида, и легко иайти их 
положение даже до того, как проинтегрировано урав- 
нение линий кривизны, ибо омбилические точки яв- 
ляются точками, в которых кривизна одного рода 
переходит в кривизну другого рода и, следовательно, 
в каждой из которых обе линии кривизны совпадают. 
Эти точки, следовательно, суть те, в которых два 
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а 
значения ях, получаемые из общего уравнения линий 


кривизны, между собою равны: мы получим соотнод- 
шение между их координатами, приравняв нулю та 
радикальное‘ выражение, которым одно из этих зна- 
чений отличается от другого. Применим это к случаю 
эллипсоида, для которого общее диференциальное 
уравнение линий кривизны есть 


а а 
Аху На [х2 — Ар — В] — ху 0. 


Если, разрешив это алгебраическое уравнение вто- 
рой степени, приравнять нулю его корень, то, полу- 
чим уравнение: 

[2 — Ау? — В]? -| 4Ах?у? —0, 


левая часть которого есть сумма двух квадратов 
и которое не может иметь никакого действительного 
содержания, если не равно нулю каждое из коли- 
честв, входящих в выражения этих квадратов. 

Это дает одновременно два уравнения: 


ху? —0, л2— Ар— В-=0, 
первое из которых распадается на два уравнения, 
которые могут иметь место каждое в отдельности 
Следовательно, мы должны рассмотреть два случая 
1) случай, в котором имеет место одновременно 
у=0 и *—Ауз—В— 0; 
2) случай, где имеет место 


х=0Он х2— Ау — В==0. 
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Первый случай дает: 


ауе-—м 


у=0и х=ИВ= Уна 


т. е. координаты, найденные нами для проекций омби- 
лических точек на плоскость. 
Второй случай дает: 


х—=0и УЧИТ, 


т. е. координаты некоторой мнимой точки. Таким 
образом на поверхности не существует других омби- 
лических точек, кроме тех, которые были нами рас- 
смотрены. Впоследствии мы будем иметь случай встре- 
тить поверхности, все точки которых являются омби- 
лическими точками. 


х 


Если бы требовалось покрыть сводом пространство, 
горизонтальная проекция которого ограничена эллнип- 
сом, то нельзя было бы найти для свода более под- 
ходящую поверхность, чем поверхность половины эл- 
липсоида, один из главных эллипсов которого совпадал 
бы с эллипсом, служащим основанием. Предположим, 
что этот свод должен быть построен из плитообразных 
камней; тогда следовало бы произвести разделение на 
плиты при помощи лииий кривизны, построение которых 
было нами указано, а швами были бы развертывающие- 
ся поверхности, нормальные к своду. Линии деления 
разделят поверхность на прямоугольные части, кото- 


И г. мон, 
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рые можно использовать для росписи потолка; форма 
этих частей не будет иметь ничего фантастического; 
поскольку она является лишь необходимым следствием 
первоначально заланной формы, т. е. формы эллипса, 
но от назначения сооружения может зависеть вы- 
бор той из трех осей, которую нужно расположить 
вертикально. 

Нег никакого основания для того, чтобы делать 
вертикальную ось равной одной из двух горизонталь- 
ных; поэтому три оси булут не равны. При этом 
предположении вертикальная ось может быть болыне, 
чем две другие, и тогда свод будет высоким; она мо- 
жет быть меньше, чем обе оси, тогда свод будет низ- 
ким: наконец, она может иметь величину промежуточ- 
ную между величинами двух других осей, и тогда свод 
будет иметь среднюю высоту. Высокий свод обладает, 
вообще говоря, большей прочностью и болышей ве- 
личественностью, и если покрываемая сводом площадь 
сама находится на большой высоте, то для чего бы 
ни было предназначено сооружение, нужно восполь- 
зоваться именно высоким сводом, потому что, когда 
сооружение находится высоко, его вертикальные раз- 
меры кажутся меньше, чем они в действительности, и 
поэтому свод всякого другого рода выглядел бы слиш- 
ком придавленным. Низкий свод, уменышная объем воз- 
духа, заключенный внутри сооружения, был бы более 
благоприятен для речи оратора. Если сооружение долж- 
во быть освещено люстрами. подвешенными на сво- 
де, то нужно, чтобы этот свод был либо высоким, 
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либо низким, потому что в этих случаях его поверх- 
ность будет иметь две омбилические точки, симмет- 
рично расположенные над большой осью горизонталь- 
ного эллипса. Эти точки, выделяющиеся благодаря 
распределяющимся вокруг них линиям раздела, будут 
естественными точками привеса, и можно выбрать со- 
отношения между тремя осями так, чтобы эти точки 
располагались соответствующим образом. 

Напротив, если сооружение должно иметь четыре 
больших отверстия, или если свод должен по- 
коиться на четырех группах колонн, или, наконек, 
если при росписн внутренностей здания будут исполь- 
зованы четыре симметрично расположенные подпорки, 
то нужно выбрать средний свод, для которого четыре 
омбилические точки расположены всегда на эллип- 
се, лежащем в основании, и помещать подпорки 
в четырех концах осей. Ибо именно в  окрест- 
ностях этнх четырех точек вдали от омбилических 
точек линии кривизны, выделяющиеся благодаря 
росписи свода и встречающие основание вертикально, 
удаляются наиболее медленно от линии наиболь- 
шего ската поверхности. 


Х 


В настоящее время внимание привлечено к соору- 
жению двух совещательных залов законодательного соб- 
рания. Условия помещений, которыми до сих пор 
можно было располагать для устройства подобных за- 
лов, заставляли углублять амфитеатр в меньшей степени 
Н* 
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в том направлении, куда обращено лицо оратора, 
чем в стороны от него. Однако опыт показал, что 
голос доносится на болышее расстояние вперед, и по- 
тому это расположение как раз обратно тому, кото- 
рое следовало бы предпочесть. Из всех же удален- 
ных форм, которые можно было бы придать амфи- 
театру, нет ни одной формы, которая была бы проще 
и изящнее, чем форма эллипсоида. Следовательно, 
нужно, чтобы зал был эллиптическим и чтобы он был 
покрыт сводом, имеющим форму эллипсоила. 

В законодательном собрании должно быть соору- 
жение для бюро, перед которым располагается трибу- 
на оратора. Поместив это бюро в одной из вершин 
эллипса, можно обеспечить ему достаточное для удоб- 
ства работы место, а оратор естественно поместится 
под одной из омбилических точек свода. Амфитеатр 
займет только ту часть, которая располагается впере- 
ди. На галлерее, огибающей зал кругом и находящей- 
ся достаточно высоко, чтобы резко выделяться от 
амфитеатра, может быть размещена публика. Зал, 
в котором нет ни трибуны, ни чего-нибудь другого, 
нарушающего правильность, можно было бы украсить 
колоннами, каждой из которых отвечала бы полоска 
свода, идущая вдоль восходящей линии кривизны. 
Эти полосы, вертикальные при своем начале, искрив- 
лялись бы вокруг одной или другой омбилической 
точки, чтобы затем спуститься снова отвесно на про- 
тивоположные колонны. Они пересекались бы перпен- 
дикулярно другими полосами. Промежутки между эти- 
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ми полосами могли бы быть сделаны прозрачными 
для того, чтобы освещать зал, и для того, Чтобы да- 
вать выход воздуху. Это застекление было бы гораз- 
де менее фантастично, чем в круглых нишах наших 
готических церквей. Наконец, две люстры, подвешен- 
ные в омбилических точках свода, в точках подвеса 
которых свод представляется схолящимся, служили бы 
для ночного освещения зала. 

Мы ие будем более подробно останавливаться 
на этом вопросе; для нас достаточно обратить вни- 
мание мастеров на это простое сооружение, кото- 
рое можно разукрасить очень богато, не внося при 
этом никакого произвола, ибо по существу мы де- 
лаем лишь доступным взору каждого ту прекрасную 
закономерность, которая заложена в самой природе 
предмета. 


$ ХУ 


ОБ ОБРАЗОВАНИИ КРИВОЙ ПОВЕРХНОСТИ, У КО- 

ТОРОЙ ВСЕ ЛИНИИ ОДНОЙ ИЗ КРИВИЗН РАСПОЛО- 

ЖЕНЫ В ПЛОСКОСТЯХ, ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ НЕКОТОРОЙ 
ДАННОЙ ПЛОСКОСТИ ° 


Предположим сначала для упрощения рассуждений, 
что данная плоскость перпендикулярна плоскости х, у. 
Это предположение не ‘вызовет никаких изменений 
в форме кривой поверхности, благодаря ему поверх- 
ность получит только определенное положение в про- 
странстве. Затем, когда мы найдем способ образования 
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искомой поверхности в этом частном ее положении, 
мы перейдем к общему случаю, для которого мы бу- 
дем иметь возможность выполнить аналогичные опе- 
рации более коротким способом. 


1 


Пусть у==ах — уравнение проведенной через на- 
чало плоскости, ‘которой должны быть параллельны 
все плоскости, содержащие линии кривизны; общее 
уравнение этих плоскостей будет: 


у=ах-ра, 


где 4 есть постоянное, имеющее олно и то же зна- 
чение для всех плоскостей, и а — количество, посто- 
янное для каждой из плоскостей и переменное при 
переходе от одной из этих плоскостей к другой. Следо- 
вательно, для каждой линии кривизны в отдельности 
а будет постоянным, и, диференцируя, будем нметь: 


а 
Подставляя это значение = в уравненне проекции 


линий кривизны 


м +9) 5— ра + 
1+2 @ +9) /—@ +] =0, 
— [1 27) $ — р9"] 
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будем иметь: 
а? [(1- 9?) $ — Ра + 
аа 97) — (1-2) — ›=0, 
—[@-- 7) $ — р4"] 


или, группируя члены по вторым диференциалам: 
("-- а5) [а (1-Е 42) - ра] = ($-+ 28) 1 + ре- ар9]; 


последнее уравнение выражает соотношение, которое 
должно существовать между количествами р, 4, г, $, 1 
для того, чтобы линии кривизны были расположены 
з плоскостях, параллельных данной плоскости; мы 
имеем таким образом уравнение искомой поверхно- 
сти во вторых частных диференциалах. 


Н 
Чтобы найти два уравнения в частных диферен- 
циалах первого порядка, мы найдем сначала урав- 
нение характеристики поверхности. Положим для 
сокращения 
а(1-- 9) + 29 =М, 
17 ара =М; 


уравнение поверхности во вторых диференциалах при- 
мет тогда более простой вид: 


(Е-{ 25) М— ($ 40) М=0; 


будем диференцировать его, считая Г, $, # единствен- 
ными переменными; называя через А, 5, Г соответ- 
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ствующие коэфицченты диференциальных выражений 
этих трех количеств, получим: 


В —= М, $5=@М— №, Т=—аМ, 
и уравнение характеристики будет: 
Мау? — (М — № ах 4у — аМах —=0; 
оно может быть представлено в виде: 
(4у— аах) (Мау-|- Мах) =0. 


Это уравнение имеет двух множителей; следовательно, 
рассматриваемая поверхность имеет две не зависящие 
друг от друга характеристики; для проекции каждой 
из них в отдельности на плоскость х, у мы имеем 
эдно из следующих двух уравнений: 


4у— аах =: 0, 
М ау -|- Мах =0. 


Первое из этнх уравнений есть уравнение плоскости, 
параллельной данной плоскости; отсюда следует, что 
одиой из характеристик является сама линия кривиз- 
ны, которая должна лежать в этой плоскости. 
Найдем уравнения каждой из этих характеристик 
в отдельности, причем сначала займемся первой. 
Вторым уравнением характеристики является урав- 


нение: 
(7 -{- а) М— ($ а) М№М=0 


самой кривой поверхности, на которой характеристи- 
ка целиком лежит. Следовательно, если из этого 
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последнего уравнения исключить г, 5, ЕЁ посредством 
двух уравнений: 
ар=гах + з4у, 4д==зах - #4у, 
которые служат для определения этих трех количеств, 
и если положим 
чу — а4х=0, 

что имеет место для характеристики, то второе урав- 
нение этой кривой будет: 

Мар — №аа —=0. 

Подставляя вместо /Ли № их значения, будем иметь 
для характеристики два уравнения в обыкновенных 
диференциалах: 

Чу— а ах = 0, 

а(1-- 4?) + 29] 4р — [(1 - р?) - ара] 44 = 0. 
Оба эти уравнения интегрируемы; для первого это 
очевидно. Что касается второго, то если мы приба- 
вим к каждому из коэфициентов при ар и 44 по 
одному слагаемому так, чтобы количество 1 -|- р? -| 42 
входило в оба коэфициента полностью, и затем выч- 
тем то, что мы прибавили, то получим уравнение 
© разделенными переменными: 
ПНА 97) (@4р— 99) — (ар—9) (рар-{- 949) =0. 
Следовательно, два интегральные уравнения характери- 
стики будут: 

с ^ о ВРРЕ, ы 
У уни” 

где аи а — лва произвольные постоянные. Поверх- 
ность, следовательно, такова, что если первое из этих 
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уравнений имеет место, то второе необходимо должне 
существовать, т. е. если а — постоянное, то и а’ так- 
же постоянное. Следовательно, количества а и а’ яв- 
ляются одновременно постоянными и одновременно 
переменными; таким образом первое уравнение поверх- 
ности в частных диференциалах первого порядка есть: 
(т (а) 
Иа 
Что касается второй характеристики, то, если посред- 
ством ее первого уравнения 


Мау-|- №Мах=0 
исключим Ми № из уравнения поверхности 
(7 -- 45) М ($4 а) М= 0, 

а в последнем исключим г, $, #& с помощью уравнений 

ар=гдвх--54у, 944 =зах | ё ду, 
будем иметь второе уравнение этой кривой: 

ар а 49 =0. 

Следовательно, подставляя вместо /1 и А/ их значения и 
принимая во внимание уравнение 42 —=рах-- 9 ау, 


будем иметь для второй характеристики два уравнения 
в обыкновенных диференциалах: 


ах | а4у-{ (р -|- а4) 4г=0, 
ар 1 в4а9==0. 


Из этих двух уравнений второе, очевидно, интегри- 
руемо; что касается первого, то оно становится 


ПРИЛОЖЕНИЕ АНАЛИЗА К ГЕОМЕТРИИ 267 


иитегрируемым прибавлением количества 2 (ар +242), 
которое равно нулю в силу второго уравнения; 
следовательно, два интегральные уравнения этой 
кривой будут: 
—— В! 
х-- ау-- (1 99) 2 =}, 
р+49 =. 
Рассуждая так же, как и для первой характеристики, 
придем к тому, что два количества В и В" суть функ- 


ции одно другого и что второе уравнение поверхно- 
сти в первых диференциалах есть: 


х{ ау (р- а) 2=ф(р + а4). (5) 


Путь, следуя которому мы пришли от уравнения 
во вторых лиференциалах к двум уравнениям в пер- 
вых диференциалах, является настоящим интегрирова- 
нием; мы постарались сделать этот процесс ясным при 
помощи геометрических соображений. 

Два первых интеграла (а) и (Ъ) имеют такую форму, 
что мы могли бы иметь дело с каждым из них в от- 
дельности, но так как они оба принадлежат одной и 
той же поверхности, то при интегрировании один из 
них можно привлечь на помощь другому, 


Ш 


Если имеется между пятью количествами х, у, г, 
р,9 еще некоторое третье уравнение, которое прн- 
надлежит той же поверхности и которое будет полу- 
чено из других соображений, то конечный интеграл 
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будет результатом исключения ри 4 из этих трех 
уравнений. Но мы имеем; 


4г =рах ау, 
что следует из определения количеств р и 4. Слело- 
вательно, чтобы получить искомое третье уравнение, 
остается только проинтегрировать это соотношение. 
Если ри 4 суть постоянные, то интеграл 

42 —=рах + аау 
будет: 

2==рх-- 4У- А, 


где А- абсолютное произвольное постоянное; но 
если р и 9 — оба переменные, то нужно: 1) чтобы А 
было произвольной функцией двух количеств р и 4, 
которые считаются при интегрировании постоянными; 
2) чтобы эта функция была такова, чтобы удовлетво- 
рялись выражения, полученные при последовательном 
диференцировании интеграла в предположении, что р 
и 4 считаются единственными переменными; таким об- 
разом, обозначая через п произвольную функцию р 
и 4, будем иметь три уравнения: 


2= ру + ау п(р, 9), (с) 
хп = 0, <<) 
ут’ = 0, (е) 


принадлежащие вообще всем кривым поверхиостям. 
Чтобы эти уравнения принадлежали только поверхно- 
стям рассматриваемым в данном случае, нужно, чтобы 
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функция п была такова, чтобы пять уравнений (а), (Ъ), 
(с), (4), (е) имели место одновременно или чтобы удов- 
летворялнсь два уравнения, содержащие р, 4, п, п, п”, 
получающиеся в результате исключения трех коорди- 
нат х,.у, 2 из пяти уравнений (а), (5}, (с), (а), (е). Из 
двух последних уравнений мы найдем выражения п’ 
и п’ через ри 4, и, подставляя их в уравнение 


ап—= арт’ 49, 


мы получим уравнение в обыкновенных диференциалах, 
содержащее три переменные р, д, п и замещающее лва 
уравнения, полученные в результате исключения, а сле- 
довательно, два любые уравнения из пяти уравнений 
(а), (5), (‹}, (а), (е) *). Это уравнение всегда будет при- 
наллежать некоторой кривой поверхности, т. е. оно 
сможет всегла при помощи некоторого множителя быть 
сделано интегрируемым, если (а) и (Ъ) сами будут при- 
надлежать одной и той же кривой поверхности. Это 
имеет место в данном случае, так как (а) и (5) суть 
два первых интеграла одного и того же уравнения во 
вторых диференциалах. 

Интеграл этого уравнения ласт выражение функции п 
через р и 4, которое мы подставим в какие-либо три 
из уравнений (а), (5), (с}, (9), (е), например в три 
последних; и конечным интегралом уравнения во вто- 
Рых частных диференциалах будет результат исклю- 
чения двух неопределенных количеств рид из этих 
трех уравнений. Мы применим этот прием к настоя- 
щему случаю. 
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ГУ 


Обозначим для краткости буквами @ и В следующие 


функции: 
ар—9 


=, —В, 
УТ + а. 


что даст: 
1+ 2-8 
2 Е 
1-Е р о я 
Затем, исключая х, у, 2 из пяти уравнений (а), (5), (с), 
(4), (е), будем иметь два результирующие уравнения: 


(ВЕ Пт - а а) "=" — $, 
ап" — п” — а, 
из которых определим значения п’и п’: 
(Г 42 В?) п’ = и — 98 [а(1 -- 92) + ра] ча, 
(4-Е Вт" = авт — а48 — [1-- р?- ара] фа; 
подставив их в уравнение 
Чи—п'ар-- п” 94 


и заменив 4р и 44 их значениями через а, В, аа, @В, 
получим уравнение в обыкновзнных диференциалах: 


(0-22 Р) 1—4 _ фа аа $8 @8 
И О ЗЕЯ 8: 3“ 
(+ 22+ 8)? (1 42 99? (-а+8)? 


Первая часть этого уравнения есть точное диферен- 
циальное выражение; во второй части переменные от- 
делены так, что если бы функции $ и Ф были опре- 
деленно заданы, то интегрирование этой части зави-- 
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село бы только от квадратур; но в данном случае, 
когда функции Ф и Ф произвольны, вторую часть мы 
должны считать составленной из выражений, получен- 
ных диференцированием двух лругих произвольных 
функций, одна из которых есть функция а, а другая — 
функция В. Воспользуемся для ‘представления этих но- 
вых функций обозначениями Ф и 4, причем  выра- 
жает собственно ту функцию, которая получается после 
освобождения интеграла от знаменателя. Тогда интег- 
рал этот будет иметь вид: 


п —=Фа- ИП 2 В) | 48. 
Заменим а и в количествами, которые они представляют, 


а затем подставим в три уравнения (с), (9), (е) вместо п 
его выражение; тогда первое уравнение примет вид: 


к. ЯР 9 : 
г рх--ду-У Па (рад) Ф ее) + Фр +29); 


если представим это уравнение в виде /И —=0, то ко- 
нечный интеграл будет результатом исключения коли- 
честв ри д из р 


вы 
( —_ 

ам 

(о 
Так как первое из этих уравнений является уравнением 
плоскости, то, следовательно, интеграл представляет 


рассматриваемую нами поверхность как огибающую про- 
странства, описываемого плоскостью, движущейся в силу 


= 0, 
0, 
=— 0. 
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изменения двух постоянных, входящих в ее уравнение; 
иначе говоря, интеграл определяет поверхность свой- 
ством ее касательной плоскости. Было бы легко выве- 
сти отсюда способ образования этой поверхности; но 
другие соображения приведут нас к новому выраже- 
нию интеграла, которое дает нам более простой спо- 
соб ее образования. 


У 


Мы видели, что уравнения второй характеристики 


имеют вид: 
хр ау-- В2 = 98, 
р 49 = В. 
С другой стороны, мы знаем, что уравнения нор- 
мали к кривой поверхности суть: 
хе #)р=0, 
У—У+ (2—2) 9 -= 0. 
Таким образом, исключив из этих четырех уравнений 
три из пяти количеств х, у, 2, р, 4 и рассматривая 
Хх, У, = как переменные, мы получим уравнение по- 
верхности, являющейся геометрическим местом после- 
довательности всех нормалей, проведенных через точки 
одной и той же характеристики. Но, если мы исклю- 
чим три из этих количеств, то исчезнут и два других, 
и мы получим уравнение: 


ма = 9, 
в котором В, постоянное на одной и той же характе- 
ристике, будет также постоянным и на одной и той же 
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поверхности нормалей. Следовательно, эта послелд- 
няя поверхиость есть плоскость, и, значит, вторая 
характеристика является второй линией кривизны 
поверхности, которая, подобно первой, является пло- 
ской кривой, но не лежит, как первая, в плоскости, 
постоянно параллельной самой себе. 

Зная уравнение нормальных ‘развертывающихся по- 
верхностей, соответствующих вто2ой кривизне, легко 
получить уравнение поверхности центров первой кри- 
визны. Действительно, так как все нормальные раз- 
вертывающиеся поверхности второй последователь- 
ности касаются центров первой кривизны, то 
последнюю мы можем рассматривать как их огибаю- 
шую; ее уравнение будет результатом исключения В 
из уравнения нормальных развертывающихся поверх- 
ностей: 


х {ау {В $8 


и уравнения, получающегося в результате его лифе- 
ренцирования в предположении, что в звляется един- 
ственным переменным, т. е. уравнения 


2—8. 
Исключение, о котором идет речь, выполнимо, хотя 
функция ф произвольна, ибо второе из›этих уравнений 
выражает, что В является произвольной функцией г". 
Подставляя выражение В через г='в первое уравнение, 
мы получим результат, составленный произвольным об- 
разом из двух количеств 2 и х'-р- ау. Обозвачая 


18 г. Моня 
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‘через 3 новую произвольную функцию, получим урав- 
нение поверхности цейтров первой кривизны: 


2 = (м ау). 
Это есть уравнение цилиндра с произвольным основа- 
иием, образующая которого постоянно перпендику- 
лярна данной плоскости. 

Нельзя таким же образом сразу исключить Хх, у, г, 
р» из уравнений нормали: 
хм (Еф 2) р=0, 
У—У- (2—2) 4=0, 
и двух уравнений линии первой кривизны: 
у—ах=фа, 

ЕЕ лее —а, 

УТ 
уравнение развертывающейся поверхности нормали 

Г р = 
у’ — ам - а(2— 2!) УТ ра == а, 

которое найдено исключением х и у, не вполне неза- 
висимо от точки поверхности и от касательной пло- 
скости в этой точке. Но если л”, У, 2 — координаты 
центра кривизны, то количество (2 — 2') ИТР 
есть выражение радиуса кривизны, которое мы обо- 
значали через АЮ; следовательно, будем иметь: 


У — ах! -|- оЮ==ча, 


где координаты хь у’ определены как координаты центра 
кривизны *). Но это условые будет иметь место, если 
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эти координаты и величина радиуса ® не изменяют 
своей величины с изменением а, т.е. если мы перехо- 
дим от одной нормальной развертывающейся поверх- 
ности к следующей; а тогда радиус Ю будет радиусом 
второй кривизны. Нужно диферебцировать это урав- 
нение в предположении, что &@ является единственным 
переменным, что даст: 


В = а; 


исключая а, будем иметь между х', у’ и Р соотноше- 
ние, не зависящее от точки,” рассматриваемой на кри- 
вой поверхности. Несмотря на то, что функция ф яв- 
ляется произвольной, исключение @ можно выполнить; 
обозначая через Ф новую произвольную функцию, 
будем иметь: 


® =Ф(у — ах); 


следовательно, радиус второй кривизны является ор-. 
динатой 2 другой цилиндрической поверхности с про- 
извольным основанием, образующая которой одновре- 
менно параллельна данной плоскости и плоскости х, У. 

Так как линии первой кривизны расположены в пло- 
скостях, параллельных между собой, а поверхность цент- 
Ров этой кривизны цилиндрическая и перпендикулярна 
этим плоскостям; то из этого следует, что плоскость 
каждой линии первой кривизны пересекает цилиндри- 
ческую поверхность центров по кривой, для которой 
эта линия кривизны служит эвольвентой. Итак, рас- 
смотрим новую пилиндрическую поверхность, парал- 


лельную поверхности центров, основанием которой 
18+ 
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служит эвольвента основания поверхности центров; ее 
уравнение в переменных х’, У, 2' будет: 


2 == Р(я + ау), 

гле Р есть функция, производная от , и может счи- 
таться произвольной, если мы больше не будем рас- 
сматривать функции $ *). Все точки каждой линии пер- 
вой кривизны будут находиться на одинаковом рас- 
стоянии от этой новой поверхности. Далее, так как 
это расстояние постоянно для каждой линии первой 
кривизны и меняется при переходе от одной из иих 
к другой, то оно остается постоянным или меняется 
одновременно с радиусом А второй кривизны; следо- 
вательно, оно будет функцией радиуса и выразится так: 
й "(у — ах’), 
гле функция /— производная от Ф, может считаться 
произвольной, если мы больше не будем рассматривать 
функции Ф. 

Теперь рассмотрим сферу переменного радиуса, ко- 
торая, катясь по цилиндрической поверхности, урав- 
нение которой 

2 —Р(х'-- ау), 
касается ее последовательно во всех точках; пусть 
в каждом положении сферы радиус ее будет равен орли- 
нате 2' цилиндрической поверхности, уравнение которой 


2 = (у — ах); 


очевидно, что кривая поверхность, пробегаемая цент- 
ром, будет нскомой поверхностью. Так как х, у, 3 
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суть координаты центра, то уравнение поверхности 
подвижной сферы есть 


ое Ра’ нау) р = (у — ах; 
следовательно, представив это уравнение в виде М == 0, 
получим уравнение искомой поверхности как резуль- 
тат исключения двух неопределенных количеств х', У 
из трех следующих уравнений: 


М=0, 
(=) 0, 
(5) =0; 


этот результат дает способ образования поверхности 
более легкий, чем тот, который был нами выведен из 
непосредственного интегрирования. 


У 

Согласно изложенному в предыдущем разделе мы мо- 
жем выполнить следующее построение: возьмем две ци- 
линдрические поверхности с произвольными основания- 
ми, параллельными плоскости х, у, так, чтобы образую- 
щая первой цилиндрической поверхности была перпенди- 
кулярна данной плоскости, а образующая второй — парал- 
лельна той же плоскости; затем через произвольную 
точку плоскости х, У проведем ординату & неопределен- 
ной длины; наконен, на этой ординате возьмем точку, 
расстояние которой до первой цилиндрической поверхно- 
сти равно соответствующей ординате 2 второй поверхно- 
сти; эта точка будет лежать на искомой поверхности. 
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Отсюда следует: если на цилиндре с произвольным 
основанием, образующая прямая которого будет пер“ 
пендикулярна к данной плоскости, сделаем нарезку, 
опоясывающую цилиндр параллельно его основанию 
и имеющую произвольный, но постоянный профиль, 
то поверхность этой нарезки представит наиболее 
общий вид искомой поверхности. 

Само собой очевидно, что если произвольная по- 
верхность вращения, постоянная по форме и имеющая 
ось, всегда перпендикулярную. данной, плоскости, дви- 
жется, не изменяя своего расстояния от данной пло- 
скости, Так, что ось этой поверхности описывает ци- 
линдрическую поверхность с произв ольным основанием, 
то обыкновенная огибающая пространства, описывае- 
мого этой подвижной поверхностью, также дает наи- 
более общий вид искомой поверхности. Этот послед- 
ний способ образования, дающий только обыкновен- 
ную огибающую, приводит к интегралу, который мо- 
жег быть представлен только двумя уравнениями из 
которых нужно исключить одно произвольное коли- 
чество; но довольно об этом. 


УП 


Мы видели, что линия второй кривизны поверхности 
расположена в плоскости, уравнение которой есть: 


м-ау =, 


где В есть произвольное постоянное, которое получает 
различные значения для различных линий кривизны, 
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Но если мы сравним эту плоскость с даниой, уравне- 


ние которой 
ах — у=0, 


то увидим, что они всегда будут друг другу перпен- 
дикулярны, каково бы ни было значение В и вий функ- 
ции ф, ибо сумма произведений коэфициентов при 
х, уи 2 в этих двух уравнениях будет равна нулю. 
Итак, поверхность имеет два нераздельных свойства, 
каждое ‘из которых в равной степени может служить 
лля ее определения: во-первых, все линии одной из 
ее кривизн лежат в плоскостях, параллельных даи- 
ной плоскости, во-вторых, все линии второй ее кри- 
визны лежат в плоскостях, перпендикулярных к той 
же плоскости. Поверхности вращения, представляющие 
частный случай этой поверхности, дают нам наглядный 
пример этих свойств. 


УШ 


Для всех поверхностей, рассмотренных нами до сих 
пор, интегральные уравнения которых содержали две 
произвольные функции, то количество, которое вхо- 
дило под знак обеих функций в каждом уравнении, 
было то же самое как в том случае, когда это коли- 
чество выражалось через х, у, 2, так и в том случае, 
когда это было иеопределенное количество а, которое 
должно было исчезнуть после исключения. Именно этим 
обстоятельством обусловливалась легкость, с которой 
мы могли строить эти поверхности и определять вид 
функций так, чтобы индивидуальная поверхность 
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проходила через две данные кривые или огибала две дан- 
ные поверхности. Для поверхности, которой мы занн- 
маемся здесь, количества, которые входят под знаки 
функций, различны: в одну функцию входит х’ + ау, 
в другую У — ах!. Это обстоятельство служит при- 
чиной того, что поверхность определяется по задан- 
ным двум кривым, которые она содержит лишь тогда, 
когда эти кривые определенного частного вида; так, 
например, наша поверхность определена, если мы знаем 
профиль нарезки и кривую, которую пробегает одна 
из точек этого профиля, ибо эти две кривые являются 
линиями кривизны одной и той же точки поверхности, 
а в этом случае построение легко выполнимо; но если 
бы были даны две произвольные кривые, через кото- 
рые поверхность должна пройти, то эта поверхность 
не была бы определена и определение функций зави- 
село бы от общего исчисления уравнений в конечных 
разностях, которое ввело бы новые произвольные вели- 
чины и которым мы еще не занимаемся. 


х 


В общем случае, когда данная плоскость будет иметь 
произвольное положение, рассуждения будут совер- 
шенно такие же; мы удовольствуемся тем, что изло- 
жим здесь кратко результаты. Пусть 


Ах- Ву Сё==0 


— данное уравиение плоскости, проведенной через на- 
чало, которой должна быть параллельна плоскость, 
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содержащая линию кривизны; уравнение этой послед- 
ней плоскости будет: 


Ах-|- Ву-- С —а, 
где а будег постоянным для каждой линии кривизны; 
диференцируя, будем иметь: 


(А-Е Ср) ах- (В- С) ау=0. 


а 
Подставляя значение Е ‚› Данное этим уравнением, в 


уравнение (Е) линий кривизны и полагая для краткости 

(В-- Са) р — (А СР) (1 9%) = М, 

(А -{ СР) р9 — (В-Е Са) (1 - р) =М, 
получим уравнение поверхности во вторых частных 
диференциалах: 

(В+ С) г— (АСЯ М 
Е ЦВ-{ (9) 5— (А-- СРИ М==0. 


Хх 
Если диференцировать это уравнение, считая у, 5, & 
единственными переменными, будем иметь: 
К = (В Сам, 
$=(В- (4) М— (АЕ Ср м, 
Т—— (А+ Ср) М; 
подставляя эти выражения в общее уравнение харак- 
теристики второго порядка, получим уравнение: 


[(В + Са) ау-| (А -{ Ср) ах] [Мау — Мах = 0, 
состоящее из двух множителей; следовательно, поверх- 
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иость имеет две независимые характеристики, обособ- 
ленные уравнения которых будут: 


(В- Са) а (А-- Сррах=0, 
Мау— Мах=0. 


Беря первую из характеристик, уравнение которой 
может быть представлено в форме: 


Аах-{ Вау-|- Саг==0, 


мы видим прежде всего, что эта кривая есть не что 
иное, как сама линия кривизны, которая должна ле- 
жать в плоскости, параллельной данной; исключая за- 
В+Са 
А+ Ср 
подставляя вместо у, 5, Ё# их значения, мы найдем вто- 
рое уравнение этой первой характеристики: 
Мар-- №Ма9—0, 


которое после подстановки вместо М и М их значе- 
ний приведём к виду: 
[Вр — Ср— А(1 + 97] ар + 
-Е [Ире — 9 — В (1 р?)] 44 ==0; 
прибавляя такие слагаемые, чтобы количество 
1-- р2-[ 42 входило полностью в каждый нз коэфи- 


циентов, а затем вычитая прибавленные количества, мы 
получим уравнение с разделяющимися переменными: 


(1--Р--9) (Аар + В 44) — 
— (Ир 89—С) (рар- 944) =0; 
следовательно, оба уравнения в обыкновенных дифе- 


тем 


из уравнения во вторых диференциалах и 
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ренциалах первой характеристики интегрируемы, и их 
интегралы имеют вид: 
Ар-+- Ва—С 
Ах-- Ву- Сг==4, УТЕРЕа = 

где оба постоянные @ и @', введенные интегрирова- 
нием, постоянные для одной и той же характеристики, 
меняются при переходе от одной характеристики 
к другой; следовательно, на всем протяжении поверх- 
ности эти два количества будут одновременно по- 
стоянными и, следовательно, являются функциями одно 
другого. Таким образом будем иметь первое уравнение 
в частных диференцйалах первого порялка в виде: 


'Ар- Во —С 
Ах в в Е) . 
А ет 
Поступая аналогичным образом с уравнением второй 
характеристики 
Мау— Мах=0, 
т. е. исключая из уравнения во вторых диференциа- 


М 
лах М и подставляя вместо г, $, Г их выражения, полу- 


чим второе уравнение в обыкновенных диференциалах 
той же характеристики: 


(В+ Са) ар— (А-| Ср) 4а=9, 


в котором переменные разделяются и интеграл кето- 


рого есть. 
в Са __ 
А+ Ср = в, 


где В — количество постоянное для одной и той же 
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характеристики, диференцирование которого дает 
следовательно, нуль, если точка поверхности не остав- 
В+ С4 

ляет этой кривой. Подставляя затем вместо 

ь АСР 
это его выражение во второе уравнение 

МдуЬ— Мах-=0 

и принимая во внимание 


42 = рах -|- 94, 
получим уравнение: 


Вах —Чу-{- (р) 42 =0, 


в котором В есть постоянное количество. После прн- 
бавления равного нулю количества г (В ар — 44) полу- 
чим уравнение: 


Вах — ау а[2 (Вр — 9) =0, 


являющееся точным диференциальным; интеграл его 
будет: | 


8х —у--г (Вр — 9) =, 


ИЛИ 
В (> р2) —(9- 42 =, 


или, наконец, после подстановки вместо в его выра- 
жения ‘интеграл примет вид: 


(В-| С9) (х-- рг) — (А-| Ср) (у-[ 92) =(А-+ Ср). 


Количества В и В’, будучи постоянными для одной 
и той же характеристнки, являются функциями 
©дно другого; следовательно, второе уравнение 
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в частных лифереициалах первого порядка будет: 


(В+ Се д (А-СрОчНад-КА +0 (Е 


Х! 
Чтобы получить интеграл в конечных количествах, 
мы положим для краткости 
Ар -+ Ва — 
УР 
В+ Са р 
С.В, А-а ==А7, 
и тогда два первых интеграла примут следующий вил: 
Ах --- Ву-- Сё==фа, (а) 
(В-- Са) (х-Е ргд-—{А-Н Ср) (уе) == (АСР) $. 5) 
Подставляя в эти два уравнения вместо х, у, 2 их 
значения, взятые из (с), (4), (е) ($ ХУП), получим 
уравнения: 


(9 — В) т — (рт — А) * == (44— Вр) «+ (А+СР) $, 
(А Ср)т - (В-Е ©) п = Сп — ча, 
из которых определим выражения п’ и п”: 
№ — (49+ В+ С) @х = [Му (43+ 82+ С) й"— 
— (Р1— А?) фа- (А СР) (В- С9) $3, 
2 — (42+ 82+ С) =" — [Ву — (43+ В С 4] « — 
— (чу— В) фа — (А- Ср? 98; 
подставив их в 


ап == п ар-- т’ 44, 


=; Ар+ 89 —С=1, 
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мы получим уравнение в обыкновенных диференциалах 


#- (2+ 1 С) м] 4 — "На — (48+ 81 ©) БаН-= 
== фа. (В ЧЕ — ал) + (А-СР) $. КВ--Са) ар-—(АНСр) Г 


. 3 
разделив на [2 — (42 -|- В2-р С?) #*]?, получим 
уравнение: 
т 


УПО. 
8 — (2+ В8--С3)?  [С2(1-+ №) -(В— 48] 


С 
$, 
Е 


в котором переменные разделены. Если бы функ- 
ции ни Ф были определены и известны, то интеграл 
этого уравнения зависел бы от квадратур. Но если, 
как в данном случае, функции произвольны, то они 
поглощают стоящие при них миожители, и оба члена 
второй части должны быть рассматриваемы как точ- 
ные диференциалы двух произвольных функций, одна 
из которых есть функция @, другая В. Пользуясь 
обозначениями Ф и 4 для представления этих новых 
функций или, лучше сказать, тех функций, в кото- 
рые обращаются одна и другая после освобождения от 
знаменателя первой части интеграла, мы будем иметь: 


п = АФа-|- (А -|- Ср) 48. 


Внесем вместо а, В, А выражения, которые ими обо- 
значены, и подставим затем нодученное выражение п 
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в уравнения (с), (4), (е); тогда первое из этих 
уравнений примет вил: 
Ар-+ Ва—С 


2==рх-Н ау +ИТ-Е?-9Ф ЕЕ 


+ исрч (12); 


представляя это уравнение в виле М==0, получим 
конечный интеграл как результат исключения неопре- 
деленных количеств ри 4 из трех уравнений; 


(7) =0, 
“с ==0: 


ХИ 


Нсли бы мы хотели. найти уравнение между коор- 
динатами х, У, 2' [точек] поверхности, являющейся 
геометрическим местом нормалей, проведенных через 
все точки второй характеристики, то нужно было бы 
исключить три из пяти количеств х, у, 2, р, 4 из 
четырех уравнений: 


хм (2—2) р=0, 

У (2—2) 9=0, 

В- С4=В(А- Ср, 

В(х - 92) — (У-{ 92) =$В, 
из которых два первые представляют собою уравнения 
нормали, а два вторые — уравнения характернстики. 
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Но оказывается, что при этом исключении исчезают 
пять количеств, и мы получим таким образом следующее 
уравнение поверхности нормалей: 


Уи) — 48, 


которое, велелствие того, что В является постоянным 
для одной и той же характеристики, есть уравнение 
плоскости. Следовательно, вторая характеристика сама 
является линией второй кривизны; эта линия, как и 
первая, является плоской, но плоскость ее постоянно 
перпендикулярна данной плоскости. 

Имея уравнение нормальной развертывающейся по- 
верхности, в котором В есть произвольное количе- 
ство, характеризующее индивидуальную поверхиость, 
мы легко найдем уравнение поверхиости центров 
второй кривизны, так как эта поверхность центров 
огибается нормальной поверхностью при ее движе- 
нии. Следовательно, мы получим это уравнение, 
исключая В из уравнения поверхности нормалей и 
уравнения, полученного его диференцированием в 
прелположении, что 8 является единственным перемен- 
ным, т. е. исключая В из двух следующих уравнений: 


ии (7) = 9 
хр =, 


или, что то же самое, из уравнений: 
С» — Аг' == С$3, 
СУ--Вг = СВ! — $8]. 


ПРИЛОЖЕНИЕ АНАЛИЗА К ГЕОМЕТРИИ 289 


Это исключение выполнимо, несмотря на то, что 
функция Ф произвольна, потому что из этих двух 
уравнений следует, что первые их части являются 
произвольными функциями друг друга; итак, обо- 
значая через Ч новую произвольную функцию, по- 
лучим уравнение поверхности центров первой кри- 
визны в виде: 
Су — Ви! = (Сх' — Ал). 


Оно представляет `собою уравнение цилиндрической 
поверхности произвольного основания, образующая 
которой постоянно перпендикулярна данной плоскости. 
Если бы мы хотели также разыскать уравнение нор- 
мальной  развертывающейся поверхности, соответ-” 
ствующей первой линии кривизны, мы не’ могли -бы 
одновремеино нсключить пять количеств х, ‘у, 2, р, 4 
из четырех следующих уравнений, которые представ- 
ляют собою уравнения нормали и уравнения первой 
линии кривизны, а именно: 


хм (2—2) р=0, 
У—У + (2—2)9=0, 
Ах + Ву-+ С2 =9а 
Ар + Ва—С _ 
УТЕАЕЯ 
к ним нужно было бы присоединить еще следующее 
уравнение: 


(ИТР 9-=8, 


19 г. монж 
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дающее выражение радиуса кривизны, и тогда мы имели 
бы уравнение: 


дз -- Ву'-- Ся = а-рак, 


где а постоянно для одной и той же поверхвости 
нормалей; это уравнение для произвольной точки 
этой поверхности выражает соотношение между тремя 
ее координатами х’, у", г’ и расстоянием Ю от этой 
точки я0 точки на кривой поверхности. Если мы 
диференцируем это уравнение, считая а единственным 
переменным, что дает: 


фа - В = 0, 


то мы рассматриваем на ‘нормальной поверхности 
лишь ее пересечение со следующей нормальной по= 
верхностью; линия пересечения лежит целиком на 
поверхности центров второй кривизны. Следовательно, 
если мы исключим а, что даст 


Ю—=Ф(Ах' + Ву -- С2), 


где Ф обозначает новую произвольную функцию, то 
мы будем иметь выражение радиуса второй кривизны 
через координаты центра-этой кривизны, ‘и этот ра- 
диус будет постоянным, когда расстояние от центра 
до плоскости будет постоянным. 

Будем рассуждать здесь так же, как и в первом 
случае, и рассмотрим цилиндрическую поверхность, 
параллельную поверхности центров первой кривизны, 
основание которой. булет.. эвольвентой основания 
последней поверхности. Предположим, что иекоторая 
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сфера переменного радиуса катится по этой поверх- 
ности, касаясь последовательно всех ее точек; пред- 
положим, что радиус сферы будет постоянным, 
когда расстояние точки касания до данной плоско- 
сти является постоянным; тогда центр подвиж- 
ной сферы опишет искомую поверхность. Таким 
образом поверхность общего случая отличается от 
поверхности частного случая только своим поло- 
жением. 

Этот последний способ -образования можно легко 
выразить аналитически. В самом деле, уравнение 
цилиндрической поверхности, служащей эвольвентой 
поверхности центров первой кривизны, имеет следу- 
ющий вид: 


Су — В2!' = Е (См — А”, 


гле функция Р является функцией производной от 
функции Ф и может в свою очередь’ рассматриваться 
как произвольная, если мы больше не будем рассмат- 
ривать функции 4. Обозначая через х, у,- 2 коорди- 
наты центра, будем иметь уравнение поверхности по- 
движной сферы: 


(о) (2—2) = 
= [Ах ++ ВУ + СРР, 
в котором радиус есть произвольная функция рас- 
стояния от точки касания.до данной плоскости. Итак, 


если занишем эти два уравнения в виле М==0— 
19% 
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первое и №=0 — второе, то интегральное уравнеч 


ние общей поверхности есть результат ` исключения 

го [9 42’ 

пяти количеств х’, у, 2, (==, ‚| —-)] из шеста 
. ах ау 


следующих уравнений: 


М=0, М№М== 0, 
(р) 0, (де) =, 
(у) 0, (у) =0 


Эти шесть уравнений могут быть всегла свелены 
к трем; в самом деле, во-первых, два количества 


‚ ‚ : 
(“= и (=) не находятся под знаком произволь- 
ных функций, и ‘их фактическое исключение всегда 
может быть произведено, что сведет число уравне- 
ний к четырем; во-вторых, если мы Введем в качестве 
новых неопределенных количеств ии 9, т. е. два 
количества, которые входят под знаки произвольных 
функций, то мы получим шесть уравнеиий, из кото* 
рых можно на самом деле исключить три количествй 
х, у, &, не входящие больше под знаки произволь- 
ных функций; это исключение сведет число уравне- 
ний к трем; из этих уравнений нужно будет исклю> 
чить два неопределенные количества и и т, что 
можно будет сделать тогда, когда будет определен 
вид произвольных функций. 
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$ ХУШ 


О ПОВЕРХНОСТИ, ОДИН ИЗ РАДИУСОВ КРИВИЗНЫ 
КОТОРОЙ ПОСТОЯНЕН. 

Мы видели, что кривая поверхность имеет в каждой 
из своих точек два радиуса кривизны. Эти два отно- 
сящиеся к одной и той же точке радиуса связаны между 
собою некоторым соотношением, зависящим от способа 
образования поверхности. Мы ставим себе задачу: най- 
ти, как уравнение в частных `лиференциалах, так и 
уравнение в конечных количествах, для поверхности, 
один из радиусов кривизны которой постоянно равен а, 
а затем дать способ образования этой поверхности. 


1 
Для выражения радиуса кривизны мы имели уравне- 
ние второй степени: 


ниве 119—229] 
К (н 5) + Ю 1 92-9? + (1-Е р?) ь НЕ 
Чата =о; 
если радиус одной из кривизн должен быть постоян- 
ным и равным а, то мы должны положить в преды- 


лущем уравнении АЮ==а, и мы получим уравнение 
поверхности во вторых частных диференциалах вида: 


а(" — 5) а ИГЕРЯ || ь вы а а а 
и 
п 


Найденное нами уравнение является частным слу- 
чаем уравиения, рассмотренного в $ ХШ и ХУ; ибо, 
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если разделить его на (1 + р? -|- 4?) и положить для 
сокращения 


1+9) 
АЙ, 


ЧР)? 
49 5 


3 
(1412-43)? 
а (1+ р?) 


И) 
то оно примет вид: 


(1 — 52) (РТ 52) — Аг — 255 — И-Е1-=0; 
далее, если продиференцировать Ю, $, Г, считая ри4 
главными переменными, то будем иметь: 


(1)-— (42 


(и) = (ар); 


следовательно, количества А, $, Т являются коэфици: 
ентами при вторых частных диференциалах одной 
и той же функции ри 9; это и есть условие, кото- 
рое мы имели в $ ХШ и ЖУ. Мы обозначим“эту 
фуикцию ри 9 через Г(р, 9). Итак, искомая поверх- 
ность есть огибающая пространства, описанного другой 
поверхностью постоянной формы, которая, не врашаясь, 
движется вдоль некоторой произвольной кривой. 
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Чтобы найти `интегрированием вид функции Г, мы 
имеем: 


аГ’=Аар + $44, а4Г= $ар |-7Та4;. 
подставляя вместо А, $, Т их значения, мы получим: 


‚ _— 2 (1-42) 4р + ара 94 „_ @р4 ар-—а (1-- р?) 44 
а ————ШМии и, аГ = 


а 99? (1+7 + 42)? 
что дает в результате интегрирования: 
Г — — ар и — а4. 
ИТЕРА’ ИТЕРтЯ. 


Мы имели также 
АГ == Гар-- Г’ад, 


или, подставляя вместо Г и Г” их выражёния, мы 


— арар — ав 
аг— арар — ав 94, 
ИТ 
интеграл последнего выражения будет: 
== ФИТ +9 


Подставляя вместо Г, Г', Г’ их выра 
мулы $ ХШ и-ХГУ, мы получим: 


получим: 


ар 

а, 

Тугкяти-* 
аа 

г 

и № 
а 

Са 


ем—м———=—“— = 
УТЕРЕ 


откуда, исключая я, получим, что уравнениями в част- 
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ных диференциалах первого порядка будут какие-либо 
два из трех слелующих уравнений: 


х-+ аи г) 
ИГРАЯ ( ИТ: +9/” 


У уеета-* (@- угрика) 


ЖЕ п (у-+ 


УЕ И Е 


одно из которых является необходимым следствием 
двух других. 


НИ 


Если вместо исключения @ исключим р “ 4, полу- 
чим уравиение огибаемой: 


(х— а)? + (у— фай -| (2 — а) = 48. 


Следовательно, искомая поверхность есть огибающая 
пространства, пробегаемого сферой, радиус которой 
постоянно равен а и цент» которой движется вдоль не- 
которой кривой двоякой кривизны, обе проекции 
которой произвольны; эта кривая представляется 
уравнениями: 

Х=ф2, у=фг. 


Таким образом уравнение поверхности в конечных 
количествах является результатом исключения @ нз урав- 
нения подвижной сферы и слелующего уравнения: 


(х — ара 1 (у—фафа т 2г—я=0, 
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полученного диференцированием уравнения сферы, 
в котором @ считается единственным переменным. 


У 

Послелнее уравнение, которое представляет собою 
одно из уравнений характеристики поверхности, при- 
надлежит также проходящей через центр сферы пло- 
скости, нормальной к произвольной кривой лвоякой 
кривизны; таким образом характеристика есть пересе- 
чение этой плоскости поверхностью сферы, так как 
а имеет одно и то же значение как для одной, так 
и для другой. Следовательно, искомую поверхность 
можно также рассматривать Как образованную движе- 
нием окружности круга постоянного радиуса, кото- 
рый движется таким образом, что его плоскость 
постоянно нормальна к произвольной кривой, кото- 
рую пробегает центр. 

Наконец, можно‘ представить себе, что круг ради- 
уса а начерчен на плоскости, которая движется, обер- 
тывая произвольную развертывающуюся поверхность 
или, что то же самое, катясь по двум произвольным 
кривым поверхностям. И в этом случае окружность 
круга опишет искомую поверхность, нбо мы видели, 
что как в том, так и в другом случае движущаяся 
плоскость остается всегда нормальной к кривым, про- 
бегаемым каждой из ее точек. 


У 


Из предыдущего следует, что, если бе мы имели 
уравнение в частных диференциалах первого порядка, 
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составленное произвольным образом из трех количеств: 


ар 
д, 

з т 
+ 


и ЕЯ! 
а 
ИЯ’ 
ак что, ооозначая эти количества соответственис 
через [, М, №, мы имели бы уравнение: 


ЕЕ, М, №=0, 


то интеграл этого уравнения был бы результатом исклю- 
чения одной из двух произвольных функций ф или`Ф 
и неопределенного количества @ из трех уравнений: 


(х — фа)? -- (у— $2)? -+- (2— а} =0, 
(х — фа) ф'а -- (у— фа) фа 2 а=0, 
Е (фа, 92, а) =0; 
так как исключение одной из двух функций всегда вы- 


полнимо, то эти уравнения могут быть всегда сведены 
кдвум другим, из которых нужно будет исключить @ *). 


УТ 
Если бы мы не заметили, что уравнение во вторых 
диференциалах представляет собою частный случай 
уравнений, рассмотренных нами в $ ХШ и ХМ, то 
мы могли бы его интегрировать, разыскивая его 
характеристику. Действительно, диференцируя его 
в предположении, что г, $, # являются единственными 
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переменными, и обозначая коэфициенты при АР, 95, Е 
соответственно через А’, 5, 1', отмечая штрихами, 
что эти буквы имеют значения, отличные от тех, кото- 
рые они имели в предыдущих разделах, будем иметь: 


К! = ра Е ФИТ +, 
$ —— 2425 — 2ару И1 ЕР, 
7! == а? а(1-- р) УТ-Р-Ф:; 


эти значения нужно подставить в общее уравнение 
характеристики: 
Ю'ау? — б’ахау-- Гах? =0. 
Но это уравнение будет полным квадратом, так как 
выражения А’, 5', Г’ удовлетворяют соотношению: 
4В'Т'— 8—0, 
в чем легко убедиться. Следовательно, две характери- 
стики поверхности сливаются в одну. Корнем этого 
уравнения будет, следовательно, корень одного из двух 
уравнений: 
2Ю4у — 5'а4х-==0, 2Т'4х — $4у=0, 
безразлично какого именно; эти уравнения после 
подстановки значений А’, 5', Т! и исключения г, $, # 
обращаются-в следующие уравнення: 


аар-|- [(1-- 2) ах + а УТЕРЕ  =0, 
ааа + [(1 -- 92) ву + раах УТ 9? =0, 


которые ‘обладают тем свойством, что, если одно 
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из них имеет место для некоторых точек поверхности, 
то другое также будет иметь место для тех же точек: 
“Следовательно, эти уравнения равносильны уравне- 
ниям двух проекций характеристики. Определяя из 
этих двух уравнений и из уравнения 42==рах-|- 9 ау 
значения 4х, 4у, 4г, найдем: 
а [(1 + 92) @р— ра4аа 
ах - авы 5.1 ==0, 
+ 99° 
а|(1 + 2) 44 — Р94Р] 
д 0 


(- 2+ 992 
ара а 
42 ар“ 0; 
и)? 


эти уравнения будут равносильны уравнениям трех 
проекций характеристики. Эти уравнения интегрируемы 
и имеют интегралы: 


ГО. Е. 
КУГЕАЕЯ ь 
2+ утят 
ИИ 
УТЕАЯ 


в которых произвольные количества 1, В, @ все три бу- 
дут постоянными для одной и той же характеристики 
и все три будут менять значения при переходе от одной 
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характеристики к Другой; следовательно, какие-либо 
два из них будут функциями третьего, и мы будем иметь: 
1—а, В фа. 
Тот же результат мы получили раныше другим 
методом. 
УП 

Последний прием дает возможность установить, что 
характеристика есть одна из линий кривизны поверх- 
ности. В самом деле, если, представив уравнения, 
дающие значения А", 5', Т!' в следующей форме: 


К — а (1-- 9) УТ-ЕР+9, 
5$} { 2425 = — дар УТ Р-Н, 
Г — Фуа (1 + ИТР, 
умножим первое из них на 4у (ках [$ Чу), второе — 
на 1 4у? —гах? и третье на’ — ах (зах -|- Ё4у) и обб- 


значим через Н=—=0 общее уравнение (Е) линий 
кривизны, то получим: 


(2^' 4у— $ 4х) ар — (2Гах — $' ау) аа == 
= ани +9. 
С другой стороны, мы видели, что для характе- 
ристики имеем: 
25 ду— 5'ах=0, 2ТГах— 5'ау=0; 
следовательно, будем иметь также: 
Н= 0. 
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Таким образом характеристика поверхности есть 
линия кривизны, для которой радиус кривизны постоя 
нен. Из этого легко усмотреть, что линии друтой 
кривизны представляют собою линии, описанные точка- 
ми окружности произволящего круга; все эти линий 
имеют те же нормальные плоскости, что и линия, 
описываемая центром *). 

Таким образом для этой поверхности линии двух 
кривизн различны и имеют. обособленные уравнения 
потому что одна из них является всегда кругом с по- 
стоянным радиусом, равным а. То же имеет место и для 
поверхностей центров двух кривизн, и очевидно, что 
одна из этих поверхностей обращается в ту самую кри- 
вую, которая пробегается центром. Для цилиндрической 
поверхности с круговым основанием, являющейся 
частным случаем рассмотренной нами поверхности 
олна из двух поверхностей центров кривизны сводится 
к прямой линии, являющейся осью цилиндра. 


УШ 
Так как лве произвольные функции, входящие 
в интегральные уравнения: 
а --е-а = 09 
(х — фа) фа-- (уфа) фа =—а==0, (К) 
составлены из одного и того же количества и, те 
легко при помощи общего метода, который был 


нами изложен при рассмотрении развертывающихся 
поверхностей. определить вид этих функций таким 
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образом, чтооы поверхность прошла через две произ- 
вольно заданные кривые. двоякой кривизны. Но в дан- 
ном частном случае этот метод представляет своеоб- 
разную двойственность, на которую мы должны 
обратить внимание. 

В самом деле, когда огибаемая сфера движется 
таким образом, что ее поверхность всегда касается 
двух пройзвольно заданных- кривых, ее центр всегда 
остается от каждой из них на одинаковом расстоянии, 
равном а; он пробегает, следовательно, кривую, 
являющуюся пересечением двух других поверхностей, 
таким же способом образованных; именно, одна 
из них будет огибающей той же сферы, когда центр 
ее пробегает первую заданную кривую, а вторая — 
огибающая той же сферы, когда центр ее пробегает 
вторую кривую. Таким образом, предполагая, что 
данные уравнения двух кривых будут х=Е2 и 
у = Рг для первой, х—=#2г) и у=] для второй, 
мы можем установить следующее правило для опреде- 
ления произвольных функций фи $. 

Вместо произвольных функций ф и Ф в уравне- 
ниях (Л) и (К) подставим известные функции Е и К, 
относящиеся к первой кривой, и исключим. а, что 
даст первое результирующее уравнение в перемен- 
ных х, у, 2. 

Таким же образом вместо функций ф и ф подста- 
Вим известные функции Ги /, относящиеся ко второй 
кривой, и, исключив а, получим второе результирую- 
щее уравнение в переменных х, у, 2. 
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Из этих двух уравнений определим выражения 
хи через 2; эти два выражения х-=фг, у==фг 
и определят вид искомых функций ф и $. 


к 

Наконец, если нужно определить вид функций $ 
и Ф таким образом, чтобы поверхность касалась двух 
других произвольно заданных кривых поверхностей 
каждой вдоль некоторой кривой линии, т. е. если 
поверхность должна быть огибающей пространства 
пробегаемого сферой, которая движется, постоянно 
касаясь двух данных поверхностей, то очевидно, что 
центр подвижной сферы будет всегда на расстояний 
равном @, от каждой из этих поверхностей. Кривая 
которую пробегает этот центр, будет, следовательна 
пересечением двух других кривых поверхностей, одна 
из которых будет иметь те же нормали, что и первая 
данная поверхность, и будет находиться от этой по- 
верхности на расстоянии, равном а; другая же будет 
иметь те же нормали, что и вторая данная поверхность 
и также будет находиться от нёе на расстояний 
равном @. Таким образом в данном случае, предпо- 
пагая, что уравнения двух данных поверхностей будут 
2=Е(х, у) для "первой и2=—Р(х, у) для второй, ма 
можем установить следующее правило для определений 
произвольных функций ф и Ф. Представив соответ 
ственно через // == 0 и М-—= 0 следующие два уравнения 


(х— 2 4 (У— 1+ [2—8 (8, ур = а», 
(&— В (У— У)? + [2 — РВ, 1) == 48 
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и исключив В и } из трех уравнений: 


и (ие (о 


мы получим первое результирующее уравнение в пе- 
ременных х, у, 2. Исключив таким образом Ви | из 
трех уравнений: 


у-и (в) (4) 


` 


мы получим второе результирующее уравнение. Из 
этих двух уравнений мы найдем выражения х иу 
через 2; эти выражения х==ф2, уфе дадут вид 
двух искомых функций _ф и Ф. Считая ф и Фф функ- 
циями а, мы подставим их в уравнения (1) и (К). 
Исключив а из двух последних уравнений, получим 
в переменных х, у, = уравнение индивидуальной по- 
верхности, которая опоясывает одновременно обе дан- 
ные поверхности. 


$ хх 


О НОВЕРХНОСТИ, ОБА РАДИУСА КРИВИЗНЫ КОТО- 
РОЙ в КАЖДОЙ ТОЧКЕ РАВНЫ МЕЖДУ СОБОЮ И 
НАПРАВЛЕВЫ В ОДНУ СТОРОНУ. 

Центры обеих кривизн кривсй поверхности в каж- 
дой из ее точек находятся на нормали, которая про- 
ходит через эту точку; но положение этих двух центров 
на нормали вооблие зависит от способа образования 
поверхности. Ёсли оба центра расположены по одну 
ст рону относительно поверхности, то обе кривизны 
20 Г. монж, 


306 ГАСПАР МОНЖ 


обращены вогнутостью в одну и ту же сторону; это 
имеет место, например, во всех точках поверхности 
образованной вращением эллипса вокруг одной из его 
осей. Если центры обеих кривизн поверхности в однои 
из ее точек расположены по разные стороны относи- 
тельно поверхности, то одна из двух кривизн в этой 
точке обращена своей вогнутостью в ту сторону, куда 
вторая сбращена своей выпуклостью. Мы увидим 
впоследствии, что это имеет место во всех точка 

поверхности, образованной вращением гиперболы во- 
круг свсей второй оси. Мы ставим себе задачей ра- 
зыскать способ образования такой поверхности, в каж- 
дой точке которой оба радиуса кривизны равны между 
собой и, кроме того, обе кривизны обращены своеи 
вогнутостью в одну и ту же сторону, т. е. мы ищем 
такую поверхность, лля которой центры обеих кривиз- 
всегда совпадают. Очевидно, что поверхность сферы 
представляет собой частный случай такой поверхности 

в этом случае, более того, этот общий центр лвух 
кривизн для всех точек поверхности один и тот же*) 


1 


Центры обеих кривизн будут совпалать в каждои 
точке поверхности, если два значения, которые дает 
выражение радиуса кривизны 


ВУ — 42 


равны между собой и имеют один н тот же знак 
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т. е. если радикал, которым отличаются эти два зна- 
чения, обращается в нуль, т. е. если 

#2 — 420 —0. 
Подставляя вместо 2, №, # количества, которые они 


представляют, получим для искомой поверхности урав- 
нение во вторых частных диференциалах: 


4" — ) ар 9?) — [а +92) — 2раз 
-ЕИ + 22) 8? =0, 
и лля радиуса кривизны этой поверхности будем иметь 


любое из двух выражений: 


—_ 23 — АЙ 
ЮВ —= г или Ю== =, 


равных между собой. 
Ц 
Прежде чем мы освободимся от вторых диферен- 

циалов, заметим следующее: если для сокращения 
положить 

(1-59?) ^— р95= А, 

(1-Е 92) $ — р! = В, 

(1-22) $ — р4/== С, 

(1-Е 22) — р95= 0, 

А-Ь=А, 
4 (А— О) = (1-Е р) В — (1 +- 9?) С, 

то общее уравнение линий кривизны (Е) будет иметь вид; 


Ва?-Р (А— Б) ах4у— Сах—= 0, 


что дает: 


20* 
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Гей 
Опоеделяемые им лва значения Е отличаются друг 


от друга только радикалом 


Уд— б-- авс. 
Но это тот же радикал, который входит в выражение 
радиуса кривизны, так как количество 


(А— 0) 4ВС или (А-В) —4(АБ— ВС) 


равно #2— 42, что легко проверить. Следовательно, 
на рассматриваемой поверхности, для которой этот ра- 


| 
дикал равен нулю, два значения к определяющие 


линии кривизны, равны между собой. Итак, за исключе- 
нием тех частных случаев, когда каждое из трех коли- 
честв В, С, А— ШО равно нулю в не определяет ника- 

ау 
кого значения для -—, 
ах 
точке только одну линию кривизны; таким образом все 


поверхность имеет в каждой 


ее точки являются омбилическими, аналогично тем че- 
тырем точкам, которые мы нашли на поверхности эллип- 
сонда. Мы исследуем сначала, каковы те позерхности, 
которые дают указанный ноключительный случай. 

Из трех уравнений В ==0, С—=0, А—Р-==0, при 
которых имеет место этот исключительный случай, 
третье является необходимым следствием двух других, 
и достаточно использовать два первых, которые могут 
быть представлены в виде: 
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Так как первое из них является точным частным 
диференциалом, взятым в предположении, что х есть 
единственное переменное, то его нужно интегри- 
ровать как обыкновенный диференциал, но пополнить 
не абсолютным постоянным, а произвольной функ- 
цией количества у, которое считалось постоянным при 
диференцировании; так же будет и со вторым урав- 
нением, которое должно быть пополнено произволь- 
ной функцией х. Интегралы этих двух уравнений, 
следовательно, будут: 

р= #фх,. а==#фу. 
Подставляя‘ вместо Ё его выражение У - р? + 42, мы 
получим для ри 4, следующие выражения: 
эх в ФУ : 
У! — (2х) — $’ УГ в’ 
подставив их в уравнение 42-==рах --94у, мы по- 
лучим: 


р=— 


__ еж ах + фу.4у 
У1 — (9 ФУР ` 
Мы увидим впоследствии, при изучении способа обра- 
зования кривых двоякой кривизны, что смотря по виду 
функций фи ф это уравнение может принадлежать 
либо кривым поверхностям, либо кривым линиям; но 
мы видели, что для каждой кривой поверхности всегла 


а 12 аа= 
имеем =) =— нЕ) = 
уравнение ( ау ( пушх) обе частн кото 


Рого представляют собою различные выражения одного 
И того же количества *). Прим:няя эту операцию ко 
Второй частн первоначального уравнения, мы получаем, 
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что для всех кривых поверхностей, которым оно мо- 
жет принадлежать, имеет место уравнение: 

Ы О 

фх-= Фу; 


оно должно служить не для определения у через х, 
а только для определения вида двух функций © и $. 
Но это уравнение может иметь место для всех зна- 
чений Хну лишь в том случае, если ни одно из этих 
количеств неё входит под знак соответствующих им 
функций, т. е. в том случае, если каждая из этих 


1 
двух функций равна одной и той же постоянной а 


Следовательно, мы будем иметь одновременно: 


что ласт после интегрирования: 


` 


х-а фу - 8 


е е 
После подстановки этих значений в уравнение в обык- 
новенных диференциалах мы получим уравнение: 
(ха) ах (у Вау 


42 —= М; 
К е? — (та) —пу+ 0) 


нитеграл которого 


к 
-е=—Ие- — та (уд 
ИЛН 
(«| а) (у- 6)? (2 6)? 
дает уравнение поверхности сферы, величина и поло- 
жение которой произвольны. 
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Отсюда следует, что из всех поверхностей, ралиусы 
кривизны которых в каждой точке равны между собою, 
поверхность сферы является единственной, для которой 
две линии кривизны не совпадают; а так как значение 


4 
= не определяется для нее из уравнения (Е) линий 


кривизны, то из этого следует, что каждая пря- 
мая, касательная к этой поверхности, является также 
касательной к некоторой линии кривизны, т. е. что 
через каждую из ее точек можно провести бес- 
численное множество различных линий кривизны; 
это, впрочем, и очевидно, так как через каждую 
точку сферы проходит бесчисленное множество 
больших кругев. 

Для всякой другой поверхности этого рода каждая 
точка есть омбилическая, через которую проходит 
только одна линия кривизны; и так как уравнение 
этой линии 


в4у?- (А— Б)ахау— Са =0 


является полным квадратом, то оно может быть заме- 
нено своим квадратным корнем и примет любой из 
двух следующих видов: 


2Вау-- (А—Р)ах=0, 
2Сах— (А— О) ау=0. 


Внося вместо А, В, С, О их выражения и устраняя 
7’, $, {, получим для единственной линии кривизны 
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любое из следующих двух уравнений кривизны: 


> 
ах =. (1-9?) ар —р4 44] 
НлИ 
2 2 
Чу — + [(1-{ р) 94 — 94]. 


Эти уразнения, как принадлежащие одной и той же кри- 
вой, могут считаться равносильными уравнениям ее 
двух проекций. 


Ш 


Чтобы найти интегралы уравнения во вторых част- 
ных диференциалах, мы разышем сначала уравнение 
характеристики. Если проднференцируем уравнение, 
считая г, 5, # единственными переменными и обозна- 
чая через Л”, 5", 7' соответственные коэфициенты при 
4г, 4$, 4, то, сохраняя предыдущие обозначения, 
мы найдем: 

Ю' = 41—21 (1-1 4?), 
5! == — 8425 -|- Айро, 
ТИ == 4 98 (1 + р”). 


Эти значения нужно подставить в общзе уравнение 
характеристики 


К! ау — $ ах ау -- Т' ах? —= 0. 
Но это уравнен1е прелставляет теперь полный квал- 


рат, бо, вычислиз количество 4Ю 7'-— 5'*, мы найдем, 
что оно равно 16:2 (422 — 1). Последнее выражение 
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равно нулю согласно условию. Следовательно, две ха- 
рактеристики поверхности сольются в одну; уравнением 
этой характеристики может служить любое из двух 
следующих выражений корня предыдущего уравнения: 
2Ю®' ду— 5'4х=0, 
2Т' 4х — 5'4у=0. 

Эти два уравнения принадлежат одной и той же 
кривой, и одного из них вместе с уравнением поверх- 
ности достаточно для определения этой кривой; таким об- 
разом эти уравнения следует считать равносильными 
уравнениям‘ двух проекций. Итак, внося вместо А’, 5!, 7! 
количества, которые они представляют, и устраняя 


г, $, , мы получаем два уравнения характеристики 
в обыкновенных диференциалах: 


242 ар — # (4х -- ра2) =0, 
2Е? 44 — В (4у-- 942) =0, 
присоединим к ним уравнение: 


42—рах | аау, 

которое, являясь уравнением той самой поверхности, 
на которой эта кривая расположена, принадлежит 
И самой кривой; тогда будем иметь три уравнения 
характеристики, равносильные уравнениям трех ее 
проекций; какие-либо два из них достаточны для ее 
опоеделения. 

В эти три уравнения переменные х, у, г.не входят; 
В них входят только их диференциальные количества. 
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Следовательно, можно уединить их при помощи исклю- 
чения, н мы получим уравнения: 


2 
хх [(1-- 9) ар — ра а, 
Чу= Ра 1 2) 94 -— рааР], 


2 
42 = ; [рар-- 944], 


из которых третье следует, очевидно, из двух первых. 

Но первые два из этих уравнений представляют 
собою те уравнения, которые мы нашли в предыду- 
щем разделе для единственной линии кривизны поверх- 
ности; итак, единственная для каждой точки характе- 
ристика есть не что иное. как единственная линия 
кривизны, и мы можем в дальнейшем рассматривать 
эту кривую безразлично с той или другой точки зрения. 

Если мы подставим в эти три уравнения вместо А 


его значение, взятое из выражения радиуса кривизны 


2 
Ю =— -} › ТО они примут следующий вид: 


4х =— Ва, 
—-_ ра“ 

ду= — Ва =, 
1 

@2= Ка-;; 


все эти уравнения были бы точными диференциальными, 
если бы радиус кривизны Ю был постоянным количе- 
ством, и тогда их интегралы пополнились бы произ- 
вольными количествами, которые, являясь постоянными 
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для одной индивидуальной характеристики и изменяясь 
при переходе с одной характеристики на соседнюю, 
были бы функциями одного и того же количества, 
определяющего положение этой кривой; но радиус 
кривизны не является постоянным. Поэтому, если мы 
интегрируем эти уравнения, рассматривая А как по- 
стоянное, то произвольные количества должны быть не 
только функциями количества я, но еще и А; нужно 
также, чтобы функции были таковы, чтобы удовлет- 
ворялись уравнения, полученные диференцированием 
каждого из этих уравнений, в которых сначала а, а по- 
том А рассматриваются как единственные переменные. 
Обозначая через ф, Ф, п три произвольные функции 
аи КЮ, будем иметь: 


х—=— РА (К, 4), 
у—=— 9 ФК, а), 
# = - + т (А, а); 


эти три функции должны удовлетворять двум системам 
уравнений: 


| 


|= = м 
1: 
©’ -в 
5 в 


которые получаются диференцированием трех предылу- 
щих уравнений, выполняемым в предположении, что 
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сначала А, а затем & является единственным перемен- 
ным. Но три последние уравнения ‹”-=0, $"—0, 
п" —0 выражают, что а не входит ни в одну из 
этих функций; следовательно, если мы будем считать 
Теперь, что три произвольные функции $, %, п состав- 
лены из одного только количества А, то эти три урав- 
нения будут удовлетворяться. Что касается трех дру- 
гих уравнений, то, взяв сумму нх квадратов, найдем: 


Хе ф" п = 
откуда определим 
И 
и, следовательно: 
п= (ЧТ 9—9, 


Это уравнение заменит одно из трех уравнений, остаю- 
щееся нерешенным, например последнее; оно служит лля 
определения вида функции п по виду двух других функ- 
ций. Хотя эта функцич п определена, номы тем не ме- 
нее сохраним ее выражение для сокращения записей. 

Два первых интеграла уравнения в частных диферен- 
циалах второго порядка содержатся, следовательно, 
в системе следующих шести уравнений: 


ХИ, р), 


Е 
уф ==, (В, 


.. 


Е—п (=> п=( АИТ — 9, 


которые могут быть всегда сведены к пяти при помощи 
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фактического исключения излишней функции п и бу- 
дут содержать тогда только две произвольные функ- 
ции фи Ф. Эти лва интеграла нельзя отделить друг 
от друга; чтобы получить один из них, нужно было 
бы иметь возможность использовать два из трех гпав- 
ных уравнений лля получения результата, содержащего 
лишь одну произвольную функцию, а это невозможно. 
Но хотя эти интегралы и не отделены, они тем не 
менее, как мы это сейчас увидим, дают непосредствённо 
конечный интеграл *). 


ту 
Если из шести предыдущих уравнений исключить 
два количества 5, т и устранить функцию п, то 


будем иметь три новые уравнения: 
и—-о—Ф-+ 
не [2— (аут =, 
х=$— А, 
у—=фр—^%; 


исключение неопределенного количества Ю из этих 
трех уравнений даст два уравиения, содержащие х, у, 2 
и две произвольные функции; эти уравнения будут 
полным интегралом предложенного уравнения. Таким 
образом, так как объект наших изысканий выражен 
двумя уравнениями, причем мы сохранили полную 
общность, даваемую двумя произвольными функциями, 
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то это не кривая поверхность, как мы предполагали, 
а кривая линия двоякой кривизны. В дальнейшем 
мы убедимся в правильности этого неожиданного 
результата геометрическим путем, но сначала мы 
придадим уравнениям такой вид, который представит 
большие удобства. 

Мы имеем четыре количества А, фЮ, ФфЮ, пЮ, 
причем три последние связаны между собою урав- 
нением: 


м 


а так как из этих четырех количетв три являются 
функциями четвертого, то можно за главное количе- 
ство взять любое из них — безразлично и рассматри- 
вать три пругие как функции этого главного. Согласно 
этому положим: 


кА — а, ФК = Фа, фА= Фа, 


где знаки Ф и 4 обозначают невые произвольные 
функции; мы ползучим: 


е-- 6? п°) ав @ Фа 4) да, 


откуда мы определим 


ак = аут -- 4 


Ю— (чат ФВ. 


Подставляя все эти выражения, мы будем иметь 
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вместо трех предылущих уравнений три других, им 
равносильных: 


(х — Фа)? { (у— Фа)? | (2 — а) == 
= [УГ], 


х— Фа (2— а) Ф'а, 


у— Фа== (2 — а) Ча. 


Эти уравнения по исключении нового неопределен- 
ного количества @ также дадут два интегральных урав- 
нения в переменных х, у, 2. Первое из этих уравне- 
ний является уравнением поверхности некотброй сферы, 
имеющей центр на произвольной кривой, проекции 
которой имеют уравнения х=Фг, у==Фг, причем 
он лежит в точке кривой, соответствующей 2—4, а 
переменный радиус сферы равен дуге кривой, заклю- 
ченной между ценбром и любой другой взятой за 
начало постоянной точкой, лежащей на кривой. Два 
другие уравнения ` будут уравнениями проекций диа- 
метра сферы, касательного к кривой. Очевидно, что 
при одном и том же значении а эти три уравне- 
ния принадлежат точке пересечения поверхности сфе- 
ры с диаметром, касательным к кривой и, слелова- 
тельно, точке эвольвенты. Поэтому, если мы исклю- 
чим а, то два результирующих уравнения в переменных 
х, у, 2 будут принадлежать последовательности всех 
таким же образом определенных точек, а. значит 
самой эвольвенте. 
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у 

Если предположим, что сфера переменной величины 
движется таким образом, что ее центр пробегает произ- 
вольную кривую, уравнения которой х == Фа, у==42, 
и что ее радиус равен соответствующему радиусу 
эвольвенты этой кривой, то она пробежит простран- 
ство, огибающая которого должна иметь во всех свонх 
точках равные между собою раднусы обеих ее кривизн, 
ибо как по направлению ‘характеристики поверхности, 
т. е. линии пересечения двух последовательных сфер, 
так и в перпендикулярном направлении радиус кри- 
визны должен быть равен радиусу соответствующей 
сферы *). Уравнение движущейся поверхности, рас- 
сматриваемой, когда центр ее находится в точке 2==4 
имеет вид: 


(х— Фа (у—Фа- (2 —а) = 
= [} аау1-- Ф"а ба] : 


Это первое из интегральных уравнений, найденных 
нами; уравнение огибающей получится в результате 
исключения @ из этого уравнения и следующего: 


(х—Ф)Фа-- (у—ЧаФа--:— а= 
—— [Ут Фа] УТ-Е Фа + Фа, 
полученного его диференцированием в предположении, 


что а является единственным переменным. Но в данном 
случае, когда разность радиусов двух последовательных 
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сфер равна расстоянию между их центрами, две сфе- 
ры не пересекаются по окружности круга; они касаются 
друг друга в точке, расположенной на их общем диа- 
метре, т. е. на диаметре, касательном к произвольной 
кривой. Таким образом характеристика огибающей 
свелась к единственной точке; являющейся соответ- 
ствующей точкой эвольвенты, а сама огибающая све- 
лась к кривой, пробегаемой этой точкой, т. е. 
к эвольвенте. Действительно, если из последнего 
уравнения исключить количество, стоящее под знаком 
интеграла, посредством уравнения сферы, то оно при- 
мет следующий вид: 
^—ФЫ— (2—4) Ф'2-- 
-- [У— Ч — (2— а) 4" 2 -- ==0. 
+ — Ф)#' (у—3) © 


Это уравнение, представляя собою сумму трехквад- 
ратов, может дать что-либо действительное лишь в том 
случае, если равен нулю корень каждого из этих квад- 
ратов *). Но если мы приравняем нулю какие-либо два 
из этих корней, то третий необходимо обратится в нуль, 
что легко проверить. Следовательно, диференциро- 
вание уравнения поверхности сферы, в предположении, 
что @ является единственным переменным, дает два 
следующие уравнения: 

х— Фа—=(2—а) Ф'а,. 

у—Фа== (#— а) Ча, 
Т. е. два послежние из трех интегральных уравнений. 
21 г. монж. 
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м 


Отсюда следует, что уравнение во вторых диферен- 
циалах принадлежит такой кривой поверхности, кото- 
рая при сохранении общности, даваемой двумя произ- 
вольными функциями, не дает ничего действительного, 
кроме кривой линии; следовательно, такая поверхность 
имеет нулевую площадь. 


УП 


Если бы мы определили вид одной из двух произ- 
вольных функций Ф или 4 таким образом, чтобы из 
трех ннтегральных уравнений одно было бы необходимым 
следствием двух других, то это третье уравнение стало 
бы ненужным; интеграл был бы сведен к двум другим 
уравнениям, и исключение @ могло бы дать уравнение 
поверхности в переменных х, у, 2, хотя и менее общее, 
поскольку в него будет входить лишь одна произволь- 
ная функция, но зато представляющее поверхность 
с площадью, не равной нулю и обладающую тем свой- 
ством, что в каждой из ее точек центры обеих кри- 
визн совпадают в одной точке. 

Но если мы исключим х и у из трех интегральных 
уравнений, то получим уравнение: 


#—дУТт-ЕФ 98 — [ФИТ ФВ, 


которое, так как оно должно удовлетвориться неза- 
виснмо от значения 2, дает: 
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у! + Ф-- 42 — 0, 
(аут 90, 


и если бы даже можно было удовлетворить первбму 
уравнению, не придавая одной из произвольных функций 
мнимого вида, то второе, первая часть которого была 
бы тогда постоянным количеством, равным нулю, выра- 
жало бы, что радиус подвижной сферы должен быть 
нулем; это свело бы огибающую к произвольной кри- 
вой, и площадь этой огибающей была бы нулем. Та- 
ким образом даже при гораздо меньшей общности, 
даваемой одной только произвольной функцией, все 
поверхности, которым принадлежит уравнение во вто- 
Рых диференциалах, имеют нулевую площадь. 

Наконец если бы два последних интегральных урав- 
нения были бы необходимым следствием первого и, зна- 
чит, бесполезными, то количество @ и две его функ- 
ции были бы абсолютными постоянными, и интеграль- 
ное уравнение обратилось бы в уравнение: 


(х— @) + (У—5)2- (2—6) ==@, 


которое представляет собою уравнение сферы, величина 
и положение которой произвольны. Таким образом 
поверхность сферы является единственной  поверх- 
ностью, площадь которой не равна нулю и` которая 
Обладает тем свойством, что для каждой из ее точек 
центры кривизны совпадают. 

21* 
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$ ХХ 
О КРИВОЙ ПОВЕРХНОСТИ, ОБА РАДИУСА КРИВИЗНЫ 
КОТОРОЙ ВСЕГДА РАВНЫ МЕЖДУ СОБОЙ И ИМЕЮТ 
ПРОТИВОПОЛОЖНЫЕ ЗНАКИ. 
1 

Мы видели, что общее выражение двух радиусов 
кривизны в одной и той же точке кривой поверхности 
имеет вид: 


=. (—#-И— 48. 


Для того чтобы значения Ю, даваемые этим выраже- 
нием, отличались между собою только знаком, нужно, 
чтобы #==0; следовательно, подставляя вместо Й его 
значение, получим ‘уравнение искомой поверхности во 
вторых частных диференциалах в виде: 


(1+ 42) "— 2раз + (1-- р?) #==0. (а) 

Это то уравнение, которое нашел г. Лагранж *) для по- 
верхности, имеющей минимальную площаль; следова- 
тельно, рассматриваемая нами поверхность обладает еще 
одним замечательным свойством: если обведем часть ее 
площади каким-нибудь контуром, непрерывным или раз- 
рывным, то из всех поверхностей, которые проходят 
через этот контур, она будет той, для которой пло- 
щадь, заключенная в этом контуре, является наименьшей. 


п 


Для интегрирования уравнения (а) мы сначала разы- 
щем уравнения характеристики той поверхности, ко- 
торой принадлежит это уравнение; для этого мы его 
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продиференцируем, считая #7, $, : единственными 
переменными, что даст: 


Ю=1--4?, 5'—=— 209, ГИР; 
подставляя эти выражения в 
К! ау? — 5' ах ау + Т' 4х? —=0, 


мы получим первое уравнение характеристики: 


(1-[ 42) ау? -- 2раахау + (1+ р) 4х =0. (5) 
Затем, удаляя из предложенного уравнения 7, 5, #*) 


а 
и подотАЗИяЯ вместо с то В которое дает 


уравнение (5), будем иметь второе уравнение характе- 
ристики: 

(1 -- 92) ар? — 2ра ар 4а + (1-Е 2) 441 =—0., (©) 
Это второе уравнение в обыкновенных диференциалах 
между двумя переменными ри `4 легко интегрировать; 
если мы будем диференцировать его, считая 4 главным 
переменным, то найдем уравнение: 

аар=0, 
интеграл которого 
ар—аа4, 


где а — произвольное постоянное, введенное интегра- 
а 

цией. Подставляя вместо Е. значение а, которое дает 

этот интеграл, получим интеграл. уравнения (с): 


(1-| 92) а2 — 2ара 1 + р? =, 


ИЛИ 


1 р 44)? =0, 
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Это уравнение имеет два корня; следовательно, по- 
верхность имеет две обособленные характеристики: если 
обозначим через а произвольное постоянное первой 
характеристики, и через В — постоянное второй, то 
уравнения этих кривых будут: 


р— а — Иа, 
р—в9=—иИ—1— В, 
что дает; 
2ра 
а&-|- В ав, 
Е 
28 = т, 
а-я 
92 у 
ри тия 
ыы т 92 : 


а определяя значения ри 4, получим: 
(а—Пр=— ВИ — 1 вит, 
(— = ИУ. 

Что касается второго уравнения каждой из двух ха- 


рактеристик, то оно заключено в уравнении (Ъ), ко- 
торое может быть представлено в более простой форме: 


9х? -|- ду? 42г2—0; 
так как это уравнение является суммой трех квадра- 
тов, то оно распадается на три уравнения: 
Ч4х=0, 4у—0, 42-0, 
из которых в силу 4г—=рах--94у любое следует 
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из двух других и которые, следовательно, могут 
быть сведены к двум из их числа, например к двум 
первым: 

ах =0 


ау—=0. 


Если бы эти два уравнения, получающиеся из (Ъ), 
были множителями этого последнего, то каждое из 
них могло бы иметь место в отдельности, и они 
принадлежали бы одно — первой характеристике, 
а другое — второй; но уравнение (5) дает оба урав- 
нения одновременно; следовательио, они оба имеют 
место для каждой характеристики *). Следовательно, 
каждая из этих кривых определяется тремя, а не 
двумя только уравнениями, как было во всех тех 
случаях, которые мы рассматривали до сих пор; сле- 
довательно, каждая характеристика сводится к одной 
точке. Таким образом анализ не дает нам эту поверх- 
ность как поверхность, образованную движением 
образующей, которая меняет форму Н` положение 
в силу изменения одного из ее параметров; он пред- 
ставляет ее как поверхность, образованную движе- 
нием точки, движущейся в силу изменения двух по- 
стоянных, которые в каждый момент определяют 
ее положение. 

Иначе. Если мы рассматриваем искомую поверх- 
ность как огибающую пространства, пробегаемого 
подвижной поверхностью переменной формы, - то 


328 ГАСНАР МОНЖ 


огибаемая может перемещаться в двух различных на- 
правлениях *). Вдоль каждого из этих направлений две 
последовательные огибаемые пересекаются по кривой 
линии, и на поверхности лежит точка, являющаяся 
точкой пересечения этих двух кривых. Таким обра- 
зом между этой поверхностью и поверхностью $ МХ 
имеется различие, которое состоит в том, что там 
точка касания могла в каждый данный момент дви- 
гаться только по одному направлению и, следова- 
тельно, могла образовывать на всем пути своего дви- 
жения только кривую линию или поверхность, пло- 
щадь которой равна нулю, тогда как для поверхности, 
рассматриваемой в данном случае, образующая точка, 
имея возможность в каждый момент двигаться по 
двум различным направлениям, образует кривую по- 
верхность, площадь которой не равна нулю. 

Отсюда следует, что для первой характеристики 
все три количества а, х, ‚у являются постоянными 
одновременно; таким образом первое из них пред- 
ставляет собою функцию двух других. То же имеет 
место для 8, если рассматривать это количество на 
второй характеристике. Итак, в общем случае две 
координаты х, у, а следовательно, и третья, 2, являются 
функциями а и В. Остается только определить вид 
этих функций так; чтобы было удовлетворено‘ прел- 
ложенное уравнение; это исследование хотя и при- 
вело бы нас к тому же результату, но отклонило 
бы от того пути интегрирования, по которому мы 
сейчас пойдем. 
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Ш 


Хотя уравнение (6) порождает сразу два уравне- 
ния, но мы можем поступать с ним, как с единствен- 
ным. Подставляя в него значения р и 4, мы получим: 


ду - (а) ах ду ав ах 


(ау -- а 4х) (ау Вах) =0; 
последнее уравнение, булучи составленным” из двух 
множителей, дает для двух Характеристик уравнения: 


ду а4х =%, 


4у + Вах = 
из этих двух уравнений второе принадлежит первой 
характеристике, а первое — второй. 
В самом деле, еёли, удалив г, $, & из предложен- 
ного уравнения, что дает: 


(1 -- 92) арау- {1 -- р?) 44 ах =0, 


а, 
подставим вместо _ значение а, соответствующее 


или 


первой характеристике, то будем иметь: 


(2) ааа) ах =0, 


Или 
4у-- Вах =0. 
Также, подставляя вместо г значение В, соответ- 


ствующее второй характеристике, получим: 


ду аах =0. 
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Следовательно, для первой характеристики имеем 
уравнения: 
р =—У—1—@, 
ду Вах =0, 
а для второй: 
р—ва=И — 1 — 82, 
ау аах=0. 


Если бы количество В было постоянным для пер- 
вой характеристики, для которой а постоянно, то 
второе ее уравнение было бы интегрируемым, и его 
интеграл пополнялся бы произвольным постоянным, 
которое было бы функцией а; но В — переменное 
количество. Поэтому, если мы интегрируем, считая 
8} постояиным, то мы должны пополнить иитеграл 
функцией количеств я и В и эта функция должна 
быть такова, чтобы диференциальное выражение ин- 
теграла, взятое в предположении, что В является 
единственным переменным, удовлетворялось бы; этого 
не будет еще достаточно для ее определения *). Итак, 
если обозначить через < эту функцию двух коли- 
честв @ и В, то интеграл второго уравнения примет 
сначала следующий вид: 


у+ В = (а, В), (@) 


х =. (е) 


Таким же образом, если обозначить через Ф дру- 
гую функцию а и 8, то интеграл второго уравнения 
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другой характеристики представится сначала двумя 
уравнениями: 
У- ах =ф (а, В), (0 
х=ф. (=) 
Но так как точка поверхности должна быть опре- 
делена пересечением двух характеристик, то четыре 
уравнения (а), (е), (8, (2) должны иметь место для 
ее проекции на плоскость х, у, а эти уравнения мо- 
гут иметь место лишь в том случае, если будут иметь 
место уравнения: 
У В” = ф == а, (в) 
ф’=ф,, (1 
получающиеся в результате исключения х и у и ин- 
тегралы которых должны служить для определения 
вида функций ф и Ф. 

Чтобы интегрировать последние два уравнения, 
иужно сначала разделить функции, а для этого бу- 
дем их диференцировать, считая сначала а, а затем 
В единственным переменным; исключая сначала все 
то, что зависит от одной из этих функций, а затем 
то, что зависит от второй, мы получим два уравне- 
ния во вторых частных диференциалах: 


(Вет = 0, 
(@— рф = 0, 


которые могут быть представлены в следующей форме: 


1" 


$ ОИ 
(* =) = , (* т | =0 
ав аа / 
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и интегралы которых имеют вид: 
9' Е {а— В) Ф”а, 
ф’= (&— 8) Ч”, 


где Фи Ф— лве новые произвольиые функции, из 
которых одна — функция а, а другая — функция в; 
мы снабжаем их знаками лиференцирования, имея 
в виду последующие интегрирования. Эти два урав- 
нения сами являются точными диференциальными; 
одно из них взято в предположении, что изменяется 
только а, а второе — что изменяется только В; их 
интегралы будут: 


—=(а—В Фа Фа 2, 
ф= (а— 8-48 м, 


где Ли РЫ— две новые произвольные функции одного 
количества. Из четырех произвольных функций, ко- 
торые входят в эти уравнения, только две необхо- 
димы, потому что мы пришли к уравнениям во вто- 
рых диференциалах диференцированием уравнений (|) 
и (1). Следовательно, нужно определить вид двух из 
этих функций такум образом, чтобы уравнения (в) 
и (1) удовлетворялись. Но из этих интегралов нахо- 
дим диференцированием: 


—=— ФР, 
$ — Нл, 


и, подставляя вместо $, $”, ф, Ф' их значения в (В) 
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и (1), находим, что, для того чтобы эти последние 
были удовлетворены, нужно иметь: 


ЕВ ==, 
4 =— Фа, 
что одновременно определяет ВИЛ двух излишне вве- 


денных функций Ри } Итак, подставляя эти функ- 
ции в выражения для 9, Ф, $’, ф', получим: 


ф—=(а—Фа— Фа + 96, 
ф== (а— 8) Ч'а— Фа {+ %8, 
ф’—=— Фа + Р%, 
у=— Фа 


наконец, подставляя эти выражения в два уравнения 
(6), (е) или в (&), (5) и определяя значения х и у, 
получим следующие выражения для координат точки 
пересечения проекций двух характеристик: 


= — Ф'а $8, (1) 
у=-_ Фа- аФ’а-- 18 — 848. (п) 


Таким образом после подстановки вместо @ и В их 
выражений через р, 4 два уравнения (1) и (11) дадут 
для х, у в переменных р, 4 те выражения, которые 
мы извлекли бы из двух первых интегралов предло- 
женного уравнения, если бы один из этих интегралов 
был пополнен произвольной функцией Ф, а другой — 
произвольной функцией ф. И мы получили бы эти два 
первые интеграла, если бы мы могли вывести из [6 
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и (т) два другие уравнения, из которых каждое со- 
держало бы только одну из этих функций и ее про- 
изводные. Два уравнения (1) и (т) не являются таким 
образом первыми интегралами предложенного уравне- 
ния, но взятые вместе, они выражают то же, что и два 
первых интеграла, взятые также вместе; и мы увидим, 
что они ведут столь же прямо к конечному интегралу. 


У 
Действительно, если мы продиференцируем уравне- 
ния (1), (т), чтобы получить из них выражения для 
ах и ау, и подставим эти выражения, так же как 
и выражения для ри 9, в уравнение 4г = рах - дау, 
то получим уравнение: 


42 = Ф'а- д 1—9) 4. ВИ Ст), 


в котором переменные 2, а, В разделены; оно дает 
уравнение: 


2 = (Ф'а-аа/ СТ 09) + (48. ИС), (0) 


вторая часть которого, если функции Ф и Ф будут 
определенными, будет зависеть только от квадратур. 
Итак, координаты каждой точки поверхности даны 
через @ и В тремя уравнениями (1), (1), (п); следова- 
тельно, уравнение этой поверхности в переменных х, 
у, = или конечный интеграл предложенного уравнения 
является результатом исключения двух неопределен- 
ных количеств @ и В из этих трех уравнений. 
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У 


Речь идет теперь о том, чтобы построить этот 
интеграл или, что то же самое, найти способ образо- 
вания этой поверхности. То елинственное построение, 
к которому мы пока пришли, осуществляется с помо- 
щью бесконечно близких кривых; оно действительно до- 
доказывает, чте площадь поверхности не является ну- 
лем, что, впрочем, очевидно, но оно ие может принести 

на практике никакой пользы. Тем не менее мы приводим 
его, ибо оно может породить более удачные попытки. 

Нусть кривая двоякой кривизны взята произвольно 
в пространстве. Предположим, что одна из ее каса- 
тельных движется, непрестанно продолжая касаться 
кривой; она образует развертывающуюся поверхность, 
для которой [наша] произвольная кривая будет ребром 
возврата; некоторая точка этой касательной опишет кри- 
вую, к которой движущаяся касательная будет по- 
стоянно нормальна и которая будет эвольвентой |[на- 
шей] произвольной кривой: мы увидим, что эта эволь- 
вента будет одной из линий кривизны искомой по- 
верхности. Прололжим каждый из радиусов эволь- 
венты по другую сторону этой кривой на равную 
ему величину; это определит на каждой из касатель- 
ных к произвольной кривой точку. которую мы будем 
называть вторым центром, так как она будет центром 
второй кривизны для соответствующей точки поверх“ 
ности, именно для той точки, центром первой кривиз- 
ны которой будет точка касания с произвольной кривой. 
Представим себе, что круг переменного радиуса дви- 
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жется таким образом, что: 1} его плоскость всегда 
проходит через подвижную касательную и всегда 
остается нормальной к развертывающейся поверхности, 
пробегаемой этой касательной; 2) его центр в каж- 
дый момент совпадает со вторым центром; 3) его 
окружность всегда проходит через соответствующую 
точку эвольвенты и, следовательно, пересекает ее 
перпендикулярно; окружность этого круга опишет 
кривую поверхность, которая пройдет через эволь- 
венту; для этой поверхности эта эвольвента будет 
служить линией кривизны, а два ее радиуса кривизны 
для каждой лежащей на эвольвенте точки будут 
равны между собой и будут иметь противоположные 
знаки. На этой поверхности нам нужно взять только одну 
бесконечно узкую зону, окаймляющую эвольвенту. 
Затем предположим, что одна из касательных мо- 
жет двигаться в плоскости соответствующего круга 
вокруг второго центра, через который она прох’дит; 
пусть одна из этих касательных действительно совер- 
шает это движение и описывает вокруг второго 
центра произвольный бесконечно малый угол; пусть 
следующая касательная подобным же образом дви- 
жется вокруг своего второго центра до тех пор, пока 
она не пересечет предыдущую касательную, взятую 
в ее новом положении; пусть третья касательная дви- 
жется так же, пока она не пересечет вторую; и так да- 
лее для всех касательных. Все эти прямые, рассматривае- 
мые в их новых положенкях, всё еще будут нормальны- 
ми к кривой поверхности, образованной окружностью 
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круга; и так как они друг с другом последователь- 
но пересекаются, то они будут находиться на вто- 
рой развертывающейся поверхности, ребро возврата 
которой будет отлично от первой произвольной 
кривой, но бесконечно близко к ней. Эта вторая 
развертывающаяся поверхность будет нормальна к по- 
верхности, образованной окружностью круга; она пере- 
сечет ее по кривой, которая будет следующей линией 
кривизны и которая будет эвольвентой ребра воз- 
врата второй развертывающейся поверхности. Зона, 
содержащаяся между этой второй эвольвентой и пер- 
вой, булет принадлежать искомой поверхности, 

Теперь, если мы проделаем с ребром возврата вто- 
рой развертывающейся поверхности и его эвольвентой 
ту же операцию, которую мы проделали с произ- 
вольной кривой и ее эвольвентой, то мы получим 
третью линию кривизны искомой поверхности; и про- 
должая поступать таким же образом все дальше 
и дальше, мы получим все точки поверхности. 

Это построение обладает всей необходимой общно- 
стью, ибо оно предполагает, что первая кривая взята со- 
вершенно произвольно и, следовательно, вуравнение каж- 
дой из ее проекций войдет одна произвольная ф) нкция. 

Мы не будем давать больше примеров поверхно- 
стей, задаваемых уравнениями в частных диференциа- 
лах второго порядка. Что касается тех, которые тре- 
буют диференциалов третьего порядка, мы рассмотрим 
только неболыное число их, которые замечательны 
своей простотой и практическими приложениями. 


22 г. Монж 
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$ хх 


О КРИВОЙ ПОВЕРХНОСТИ, ПРОИЗВОЛЬНО 
ОБРАЗОВАННОЙ ДВИЖЕНИЕМ НЕКОТОРОЙ ПРЯМОЙ. 


Движение некоторой прямой в пространстве опре- 
делено, если указано, что эта ирямая должна посто- 
янно опираться на три заданные кривые двоякой кри- 
визны. В самом деле, если мы возьмем на первой 
из этих кривых произвольную точку, то мы вполне 
определим положение прямой, которая проходит 
через эту точку и опирается на две другие кривые; 
ибо очевидно, что эта прямая должна быть пересе- 
чением двух конических поверхностей, имеющих 
общую вершину в произвольной точке и проходя- 
щих одна —— через вторую данную кривую, а другая — 
через третью. Если, следовательно, мы вообразим, что 
прямая движется таким образом, что, постоянно опи- 
раясь на две последние кривые, она прохедит после- 
довательно через все точки первой, то для каждой 
из этих точек положение прямой будет определено 
и поверхность, образованная ее движением, будет, 
следовательно, определена и елинственна. 

Вид поверхности зависит от вида трех кривых, 
управляющих движением образующей; но каковы бы 
ни были эти три кривые, все поверхности, таким 
способом образованные, имеют общее свойство, ко- 
тороз может быть выражено аналитически и для 
которого мы непосредственно разыщем выражения: 
1) в частных диференциалах третьего порядка; 
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2) в лиференциалах второго порядка; 8) в диферен- 
циалах первого порялка; 4) в конечных количествах. 
Так же, как мы представляли через ри 4 коэфи- 
циенты при частных диференциалах первого поряд- 
ка и через ›, $, Е — коэфициенты ‚при частных ди- 
ференциалах второго порядка, мы прелставим. через 
п, ш, в, © коэфициенты при частных диференциалах 
третьего порядка, и таким образом будем иметь урав- 
нения: 
ат =и ах |- шау, 
45 =шах | вау, 
4Е—щах--зау, 


в которых коэфициент при @у в каждом предшествую- 
щем тот же, что при ах в последующем, ибо так 
как количества ри 4 являются функциями -х и у, 
то мы должны иметь: 


(тах) = (рат) (ищу) = (две), 


что дает: 
(5) = (=) и (5)=(%). 
1 


Рассмотрим образующую прямую в одном из ее 
положений: она пересекает каждую из трех кривых, 
управляющих ее движением в некоторой точке; возь- 
мем касательные к направляющим в этих точках, а 
затем через образующую прямую и через каждую 
22* 
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из трех касательных проведем плоскость: мы будем 
иметь три плоскости, которые будут все три каса- 
тельными к кривой поверхности и для каждой из 
которых точка касания будет та же, что и точка 
касания соответствующей направляющей с ее каса- 
тельной. Эта поверхность, следовательно, такова, что 
три различные касательные плоскости „могут пересе- 
каться по прямой линии, проходящей через три точ- 
ки касания, или, что то же самое, для любой точки 
касания касательная плоскость может менять два раза 
подряд *) свое положение, не переставая проходить че- 
рез первую точку касания. Но, если мы продиферении- 
руем два раза подряд уравнение касательной плоскости 


а— и ==р(х—х) + 9(— У), 


считая постоянными координаты х', У', 2' точки пло- 
скости, что дает: 


(х— мар + 0— у) 49==0, 
(х— х') дар | (у—у') 444 { арах-| 4а4у=0, 


то будем иметь три уравнения, которые определят 
координаты х’, у’, 2" общей точки трех последователь- 
ных касательных плоскостей; и так как три плоскости 
должны проходить через первую точку касания, то 
эти три уравнения должны иметь место, если мы по- 
ложим х=!, у=У, 2=2!, что дает четвертое 


уравнение: 
арах- ад4ау 0. 
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Далее, если из этих четырех уравнений исключить 
! ’ 
х—х = 
два количества ^—%_, 2%, 
2—4 2—2 


к двум другим уравнениям: 
арах-- 4494у=0, 
аарах -| 4а4 ду = 0, 


‚ то это приведет 


которые имеют место одновременно лишь в том слу- 
Чу 
ах 
рые могут, следовательно, быть представлены в сле- 
дующей форме: 


чае, если количество. будет постоянным и кото- 


гал? -- 25 ах ау ё4у? = 0, 
иахз -- Зш ах? ау + Зи ах ду? -- о 4уз =0. 
Из этих двух уравнений одно может служить для 


получения значения определяющего направление 


ду 
ах? 
прямой, по которой пересекаются три последователь- 
ные касательные плоскости; если исключить из них 
ау 

к ‚ будем иметь уравнение, выражающее условие, 
которое лолжно удовлетворяться, чтобы эти три пло- 
скости могли пересекаться по одной прямой линии; это 
и будет, следовательно, уравнение искомой поверх- 
ности. Слеловательно, если мы обозначим через @ зна- 


а. 
чение ни, даваемое одним из этих уравнений, т. е. 


если мы положим для сокращения 


—5-+У (— 2 
ы р 


2 
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то уравнение в частных диференциалах третьего по- 
рядка кривой поверхности, образованной любым дви- 
жением некоторой прямой линии, будет: 

и-|- Зша -- За? -|- оаз = 0. (А) 
К этому же результату можно притти быстрее, пред- 
полагая, что точка поверхности может двигаться 
в первой касательной плоскости, затем во второй и, 
наконец, в третьей, не переставая перемещаться по 


прямой линии; другими словами, что точка может 


вигаться три раза подряд, а количества 4% 47 @ 
д ри р дряд, 42? 42? ах 
сохранят при этом свои значения. Итак, если мы 


продиференцируем два раза подряд уравнение 


42 = рах-- 94у, 
ах ау ау 
считая постоянными три количества 42° 12? Як 
будем иметь два уравнения: 
арах-- 4а4у=0, 
дар ах -[ 444 4у==0, 


а 
которые после исключения т дадут уравнение (А). 


П 


Если точка кривой поверхности движется, не остав- 
ляя образующей прямой в каком-либо ее положении, 


то три количества их у ду из которых какие-ли 
р 42’ ал? ах’ р 


бо два определяют третье, постоянны; эти количества 
изменяются, если точка переходит на следующую 
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образующую; таким образом из этих трех количеств 
какие-либо два являотся функциями третьего. Следо- 
вательно, если мы разделим на @х уравнение 

42 =рах-- 4 4у, 
что даст: 

[274 Е ау 

дк РР Ч ах’ 

ду 
и затем подставим вместо „. его выражение 
—$- и®—= 
р 


42 
значать через @; а также положим тр равным про- 


‚ которое мы будем продолжать о0бо- 


а 
извольной функции я то полученное уравнение 


р-- 94 == 94, (в) 
будет уравнением искомой поверхности в частных 


диференциалах второго порядка. 


ах ау 
Не одни только количества 22} а: остаются по- 


стоянными, одновременно с тем, как 


а 


Ях а. 


Если 
у=ах--у, 2г=8х +8 
представляют собою уравнения образующей, рассмат- 
риваемой в произвольном положении, причем 
42 
= ЕР — фа, 


то два количества] и 6 будут также постоянными 
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олновременно с а и, следовательно, будут функциями а. 
Обозначая эти новые функции буквами Ф, п, полу- 
чим два уравнения: 


у—ах = фа, (© 
2— (р + 09) х= па, 15) 


которые будут та“же уравнениями во вторых частных 
диференциалах искомой поверхности. Три уравнения 
(В), (С), (Р), из которых каждое вполне выражает 
способ образования поверхности, представляют собою 
три первых интеграла уравнения третьего порядка (А), 
и каждое из них пополнено своей произвольной 
функцией. 


Ш 


Диференциальные коэфициенты . второго порядка 
г, $, Е входят в три уравнения (В), (С), (0) `только 
через количество @; поэтому, если комбинируя эти 
уравнения попарно, мы будем исключать а, считая 
его неопределенным количеством, что может быть 
слелано тремя различными способами, то будем иметь 
три результата, которые содержат только частные 
д:ференциалы первого порядка и каждый из которых 
полностью определяет поверхность. Это будут вторые 
интегралы уравнения (А), и каждый из этих интег- 
ралов будет пополнен двумя из трех произвольных 
функций ф, ф, т. 
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Г 


Наконец, так как из четырех коэфициентов а, В, 1, 
$, которые входят в уравнения образующей прямой, 
какие-либо три являются функциями четвертого, то 
результат исключения неопределенного количества 
а из двух уравнений: 


у—ах==а, 
2 —^ Фа — па 


есть уравнение поверхности, образованной любым 
движением прямой линии, в конечных количествах. 
Этот результат есть конечный интеграл уравнения 
(А), содержащий три произвольные функции $, ф, п. 


У 


О ХАРАКТЕРИСТИКЕ ПОВЕРХНОСТЕЙ, УРАВ- 

НЕНИЯ КОТОРЫХ В ЧАСТНЫХ ДИФЕРЕНЦИА- 

ЛАХ ЯВЛЯЮТСЯ УРАВНЕНИЯМИ ТРЕТЬЕГО 
ПОРЯДКА. 


Метод для нахождения уравнения характеристики, 
который мы сейчас дадим, применим к уравнению 
любого порядка, хотя мы изложим его только при- 
менительно к уравнению третьего порядка. 

Пусть 


Е [х, у, 2, р, 4, Г, $, Ё, и, ш, в, 9] = 0 (С) 


— некоторое уравнение в частных  диференциалах 
третьего порядка; если в этом уравнении исключить 
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какие-либо три из четырех высших частных диферен- 
циалов и, ш, и, о с помощью трех уравнений: 


аг— иах + шау, 

45—= шах -- вау, 

а —ах--чау, 
например три последние м, ®, о, то будем иметь 
уравнение в обыкновенных диференциалах: 


А [х, у, г, р, 4, г, $, В, ах, у, аг, 45, Е, # =0, (Н) 


которому будут удовлетворять частные уравнения 
всех индивидуальных поверхностей, способ образо- 
вания которых выражен уравнением (С)*). Какова бы 
ни была, следовательно, одна из этих индивидуаль- 
ных поверхностей, ее уравнение всегда может быть 
выражено в форме (Н), и уравнения различных инди- 
видуальных поверхностей, представленные в этой 
форме, будут отличаться между собой только коли- 
чеством и, которое в каждом из них будет различно 
составлено из количеств х, у, 2. Теперь, рассматривая 
одну из поверхностей, способ образования которой 
выражен уравнением (С) и уравнение которой может 
быть представлено в форме (Н), предположим, что 
какая-либо одна из трех произвольных кривых, на- 
правляющих движение образующей, подвергнется 
бесконечно малому изменению, тогда в уравнении 
(Н) не произойдет никаких других изменений, кро- 
ме того, что количество и изменит свое значение и 
обратится в и!; две поверхности, соответствующие 
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этим двум последовательным значениям и, пересекутся 
по кривой, во всех точках которой количества 
х, у, 2, р, 4, Г, $, Ё и их обыкновенные диференциалы 
ах, ау, а2, ар, 44, г, 4$, @Ё будут иметь одни и те 
же значения, как в том случае, когда мы будем рас- 
сматривать эту кривую на первой поверхности, так 
и в том случае, когда мы булем рассматривать ее 
на второй поверхности. Эта кривая, которая является 
постоянной и для которой частные диференциалы 
низших порядков, равно как и их обыкновенные 
диференциглы, не изменяются, когда одна из направ- 
ляющих подвергается изменению, является, следова- 
тельно, независимой от частных свойств этой напра- 
вляющей; она является, следовательно, той кривой, 
которой мы дали имя характеристики *). Очевидно, 
что в общем случае для одной и той же точки может 
существовать столько характеристик, сколько суще- 
ствует произвольных направляющих при образовании 
поверхности, и, следовательно, столько, сколько 
единиц в порядке уравнения (С). Следовательно, если 
мы продиференцируем уравнение (Н), считая и един- 
ственным переменным, то уравнение 

| = 2 —0, 6) 
которое мы получим, будет принадлежать характери- 
стике. Но очевилно, что, и не выводя уравнения (Н), 
мы придем к равносильному результату. Именно, про- 
диференцируем уравнение (С) в предположении, 
что единственными переменными являются частные 
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диференциалы высшего порядка и, ш, , 9; мы по- 
лучим уравнение: 

Оди- Идиш аш - У4%=—0; 
подставим в него вместо 4, 40, 4 те значения, 
которые мы найдем, продиференцировав в том же 
предположении выражения количеств ах, 45, &, ко- 
торые также должны быть постоянными. Но это по- 
следнее диференцирование дает: 

ди ах -- аш 4у —=0, 

4 ах -- 4о 4у —= 0, 

4% 4х -- до4у = 0, 
и, следовательно, 


ах 

аш = — ау 9, 
ал? 

а = ар аи, 
&х3 

а“ 4. 


Итак, после подстановки получим общее уравне- 
ние характеристики: 
Оауз — игаузах -|- Тау ах? — У4л3—0. (К) 
Легко заметить закон образования уравнения ха- 
рактеристики произвольного порядка. 


У 
Уравнение (К) характеристики имеет, столь же вы- 
а 
сокую алгебраическую степень относительно ря ‚ ка- 


ков порядок исходного уравнения (@). Если все 
множители этого алгебраического уравнения рацио- 
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нальны, то в каждой точке имеется столько не- 
зависимых характеристик, сколько множителей, и 
каждая из этих характеристик соответствует той 
произвольной кривой, которая своим изменением ее 
произволит. Если некоторые нз этих множителей 
равны между собой, то соответствующие характери- 
стики сольются в одну; но так как, вообще говоря, 
множители уравнения (К) иррациональны, то ‘харак- 
теристики, чнсло которых всегда равно степени ал- 
гебраического уравнения (К), не будут уже иметь 
обособленных уравнений; они имеют общее интег- 
ральное уравнение той же степени по отношению 
к произвольному постоянному, какова степень уравне- 
ния (К), и если определить это постоянное таким 
образом, чтобы кривая проходила через данную 
точку поверхности, то для этого постоянного получат- 
ся три различные значения, каждое из которых 
будет относиться к частной характеристике. 


УИ 
Если уравнение в частных диференциалах (С) ли- 
нейно относительно частных диференциалов высшего 
порядка, то уравнение (Н) будет также линейным 
относительно остающегося в нем частного диферен- 
циального количества; предположим, что этим коли- 
чеством является и, тогда уравнение (Н) примет вид: 


М - № =0, 


где Ми №, которые могут быть функциями х, у, 2, 
р. 9, г, $, В @х, ау, @4г, 48, ЧЬ не содержат и. 
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Следовательно, если мы для получения уравнения ()) 
будем диференцировать уравнение (Н), считая в нем # 
единственным переменным, то мы получим уравнение 
характеристики в виде №М==0, а так как эта кривая 
лежит на кривой поверхности и уравнение 


М-Н № =0 


также принадлежит поверхности, то мы получим так- 
же М==0. Следовательно, мы будем иметь для ха- 
рактеристики два уравнения в обыкновенных ди- 
`ференциалах: М0. М0, 
которые освобождены от количества и и, следова- 
тельно, независимы от каких бы то ни было частных 
свойств произвольных кривых, направляющих движе- 
ние образующей. Отсюда следует, что если мы проинтег- 
рируем эти два уравнения либо непосредственно, либо 
посредством уравнений в обыкновенных диференциалах: 


42 =рах-- ау, 
ар==гах -- зау, 
44 —=зах - 14у, 
то мы получим два интегральиые уравнения: 
Х==а, УВ, 


где я и Ё — постоянные, введенные интегрированием, 
а Хи У— известные функции х, У, 2, р, 4, Г, $, 1; 
два произвольные количества @’и В будут оба постоян- 
ными для одной и той же характеристики и будут 
оба изменяться, при переходе с одиой характеристики 
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на другую, бесконечно близкую: эти два произвольные 
постоянные будут, следовательно, функциями одно 
другого, И для характеристики будем иметь уравнения: 
Х=а У= фа, 

где а — единственное произвольное количество, ‘оп- 
ределяющее положение этой кривой. Но кривая по- 
верхность может быть рассматриваема как геометри- 
ческое место последовательных характеристик, которые 
мы получаем, давая последовательно @ всевозможные 
значения. Следовательно, будем иметь уравнение этой 
поверхности, исключая @ из двух интегральных урав- 
нений; это даст для одного из первых интегралов: 


У—9х. 


УШ 

Мы найдем для характеристики два уравнения в обык- 

новенных диференциалах: 
М =0 и №—= 0, 

не только тогда, когда исходное уравнение (С) будет 
линейно относительно частных диференциалов наивыс- 
шего порядка и, 22, 1, 9, но еще и когда три коли- 
чества иф— ш?, ио— 19, шо — 0? будут сами 
входить линейно; ибо легко убедиться в том, что 
если из каждого из этих количеств устранить три из 
четырех полученных частным диференцировани?м ко- 
личеств #, аи, 1, 9, то четвертое окажется входящим 
линейно. Уравнение (Н), следовательно, снова выра- 
зится линейно относительно и, и когда мы продифе- 
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ренцируем его, считая и единственным переменным, 
получим два уравнения: 
М==0, М= оО. 

Для уравнений высших порядков характеристика бу- 
дет иметь также два уравнения в обыкновенных диферен- 
циалах, не только когда уравнение в частных диферен- 
циалах будет линейно относительно диференциалов 
наивысшего порядка, но также и тогда, когда оно ли- 
нейно относительно всех количеств следующего вида: 


ап ) ( 4пл2 ) ( ап ) ( ап ) 
ахвауй-8/ \ ахп4уп-й ахкаупй-® ) \ ахтйуп-т }? 
если только в каждом из этих количеств будем иметь: 


АЕ; 
ибо, если мы устраним из этих количеств все част- 
ные диференциалы, кроме одного, то это последнее 
окажется входящим линейно. 


хх 

Во всех других случаях уравнение (Н) не будет 
линейно, относительно и; следовательно, уравнение ($), 
полученное его лиференцированием в предположении, 
что переменным является только и, не будет освобож- 
дено от и. Следовательно, это уравненне не будет 
независимым от произвольной кривой, изменени- ко- 
торой должно дать характеристику. Мы можем из- 
бавнться от м только исключая его из двух уравне- 
ний (Н) и (7), в результате чего мы получим для 
характеристики единственное уравнение в обыкновенных 
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лиференциалах. Это единственное уравнение, ко- 
торое будет результатом исключения количества выс- 
его порядка, будет само „высшего порядка и ве 
будет удовлетворять уравнению, известному. под назва- 
нием условия интегрируемости. Это условие представ- 
ляет собою не что иное, как условие принадлежности 
к некоторой жривой поверхности; однако это урав- 
нение представляет характеристику с не меньшей полно- 
той, и интегрирование, которому его можно подверг- 
нуть, приведет к не менее общему интегралу уравнения 
(С) *).Рассмотрение уравнений этого рода открывает 
новую ветвь интегрального исчисления, некоторые об- 
разцы которой мы дадим, рассматривая образование крни- 
вых двоякой кривизны, что мы сделаем непосредственно 
вслед за тем, как покончим с тем, что мы хотели 
бы сказать об образовании поверхностей. 

Применим полученные нами результаты к интегри- 
рованию уравнения поверхности, произвольно обра- 
зованной движением некоторой прямой линни. 


Хх 


Диференцируя уравнение (А), считая и, ш, 0, 9 
единственнымл переменными, мы найдем: И=—=\, 
И’=30, И-=30?, У-= 03; подставляя эти значе- 
ния в (К), получим первое уравнение характеристики: 

уз — Зо 4у? 4х -- Зо? ау ах? — 03 4х3 —=0. 

Но это уравнение представляет собою полный куб; 
следовательно, для поверхности, о которой идет речь, 
23 г. Монж. 
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три характеристики совпадают и сливаются с некото- 
рой кривой, одно из уравнений которой имеет вид: 
ду— в 4х =0, 


или, если заменить ©® его выражением 


—5+УяЯ-м 
—“—_, 
уравнение примет вид: 

гах? -- 254х ау 4—0. (Е) 
С помощью этого уравнения мы устраним *) из (А) 
количества и, ш, 1, 9 ‘и найдем второе уравнение 
характеристики: 


ат ах? -|- 245 ах 4у -- Е ау? ==0. (Е) 


Из двух уравнений характеристики {Е), (Е) второе 
получается в результате дифереицирования первого 


а 
в прелположении, что к есть постоянное; количе- 
ду 
ство д; или его выражение 
Щ5- ИЯ—# 
{ ’ 


которое для краткости мы будем продолжать обо- 
значать через @, является, следовательно, постоянным 
на всем протяжении одной и той же характеристики. 

Таким образом для этой кривой вместо двух урав- 
нений (Е) и (Е) можно воспользоваться уравнением (Е) 
и следующим уравнением: | 


4у—=аах, 


которое заменит интеграл уравнения (Е) н в котором 
@ заменяет постояиное, введенное интегрированием. 


ИРИЯОЖЕНИЕ АНАЛИЗА К ГЕОМЕТРИЧ 355 


Но уравнение (Е) может быть представлено в форме: 
арах -|- 44 4у=0, 


ар + 44 —0; 
далее, устраняя Фу из 42 =рах {+ а4у, имеем: 
42 — (р + аа} ах =0. 

Следовательно, для характеристики имеем три сле- 
дующие уравнения в обыкновенных диференциалах: 
ар | «49 =0, 
ау— вах —=0, 

42 — (р а9) ах =0. 

Если возьмем интегралы этих трех уравнений, счи- 
тая постоянным количество @, не меняющееся на 
одной и той же характеристике, то каждый из них 
будет пополнен произвольным количеством, которое 
также будет постоянным на одной и той же харак- 
терхстике и, следовательно, будет произвольной 
функцией а. Таким образом, полагая для краткости 

5+ ИЯ—н 
ГА 
получим три интеграла уравнения (А) в внде: 
р 49==ча, 
у— ах —= фа, 
2—(р-- а9) х= па. 

Наконец, подвергнув эти три уравнения преобра- 
зованиям, которые мы производили в разделах Ш и 
ГУ, найдем три вторых интеграла и конечный интеграл. 
23* 


Или 


—=а, 
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Три кривые двоякой кривизны даны в простран- 
стве. Найти уравнение поверхности, образованной 
движением некоторой прямой, постоянно опираю- 
щейся на эти три кривые. 

Интегральные Уравнения поверхности 

=— хфа =па, у— ах —=фа 
должны иметь место одновременно с уравнением каж- 
дой из трех данных кривых; из этого следует, что 
если из этих двух уравнений и уравнений первой 
кривой исключить х, у, 2, то получим одно уравне- 
ние относительно а, фа, фа, па; найля из трех этих 
уравнений выражения $, Ф, п, мы определим вид 
каждой из этих функций; но мы можем и не произ- 
водить этой последней операции, которая требует 
решения уравнений: если из трех этих уравнений и 
из двух интегральных мы исключим четыре количества а, 
фа, фа, пя, то получим уравнение в переменных х, у, =, 
которое и будет уравнением искомой поверхности. 


$ ХХИ 
О КРИВОЙ ПОВЕРХНОСТИ, ОГИБАЮЩЕЙ ПОСЛЕДО- 
ВАТЕЛЬНОСТЬ СФЕР ПЕРЕМЕННОГО РАДИУСА, ЦЕНТ- 
РЫ КОТОРЫХ РАСПОЛОЖЕНЫ НА НЕКОТОРОЙ 
КРИВОЙ. 
: 1 
Рассматривая какую-либо из огибаемых сфер, легко 
убедиться, что для этой сферы радиус и три коорди- 
наты центра будут постоянными; но если перейти от 
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одной сферы к другой, т. е. если предположить, что 
радиус изменился, то положение центра, а следователь- 
но, и трех координат, определяющих его положение, 
также изменится. Из этого следует, что если одио из этих 
четырех количеств является постоянным или перемен- 
ным, то три другие будут также постоянными или пере- 
меннымн: таким образом три из них будут различными 
функциями четвертого. Вид этих функций зависит от 
природы кривой, на которой должен быть расположен 
центр, и от соотношения, установленного между радиу- 
сом и положением центра; и если мы желаем получить 
результаты, не зависящие от этого соотношения и от 
природы кривой, то эти функции мы должны считать 
произвольными. Итак, если мы обозначим через а ра- 
диус сферы, координаты центра будут фа, фа, пл, и 
уравнение поверхности этой сферы будет следующее: 
(х— фа)? + (у— да 2 — по). (А 

Так как огибающая должна касаться двух последо- 
вательных сфер, то точками поверхности сферы, при- 
надлежащими также и огибающей, будут те точки, 
которые останутся неизменными, когда сфера изме- 
нится, т. е. когда радиус а и три функцин Фа, фа, 
па, от него зависящие, будут претерпевать изменение. 
Следовательно, если мы продиференцируем уравнение 
сферы, считая а единственным переменным, что даст: 


хо е—пи=р—а, (В) 


то будем иметь уравнение, которое будет принадле- 
жать линии касания сферы с огибающей, каково бы 
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ни было а, т. е. какова бы ни была рассматриваемая 
сфера. Следовательно, результат исключения неопре- 
деленного количества @ из этих двух уравнений даст 
конечное уравнение в переменных х, у, 2 искомой 
огибающей; это уравнение будет содержать три произ- 
вольные функции о, Ф, п. 


п 
Так как проведенная через любую точку огибающей 
нормаль перпендикулярна также и к поверхности 
сферы, касающейся огибающей в этой точке, то эта 
нормаль проходит через центр сферы. Если положим 


для краткости 
т 9 =Р, 


то косинусы углов, которые нормаль образует с тремя 
координатами х, у, 2, будут соответственно: 
сей ни ЗЕ Е 
по. 
отсюда легко получить отношения радиуса‘. сферы 
к отрезкам каждой из этих координат, соответствую- 
щим этому радиусу. Эти отношения представляются 
следующими тремя уравнениями: 


(х—фе-Нар==0, (С) 
(У—Фа- 4 =0, (0) 
(2—пЕ— а==0. (Е) 


Эти три уравнения, комбинируемые попарио (что мо- 
жет быть сделано тремя различными способами), дадут, 
по исключении неопределеиного количества @, для 
искомой огибающей три уравнения в первых дифе- 


НРИЛОЖЕНИЕ АНАЛИЗА К ТЕОМЕТРИЙ 359 


ренциалах; каждое из этих уравнений будет содер- 
жать только две произвольные функции; но так как 
исключение ие может быть выполнено, пока не будет 
определен вид функций, то каждое из этих трех 
диференциальных уравнений первого порядка будет 
представлено системой двух уравнений, из которых 
нужно исключить неопределенное количество 4. 

Мы легко придем к тому же результату также и 
следующим образом: продифереицируем уравнение (А), 
считая в нем единственным переменным х; затем про- 
диференцируем его, считая в нем единственным пере- 
менным у; в обеих этих операциях а рассматривается 
как постоянное, что допустимо ввиду наличия урав- 
нения (В). После этого нужно исключить из уравне- 
ния (А) и двух диференциальных уравнений одну из 
трех произвольных функций ф, Ф, п. 


Ш 

Нормали к поверхности, проведениые через две 
последовательные точки линии касания ее с одной и 
той же сферой, проходят через центр: следовательно, 
радиус сферы, который мы обозначали до сих пор 
через а, представляет собою один из двух раднусов 
кривизиы огибаемой поверхности. Но мы видели 
(& ХУ), что выражение радиуса кривизны А опреде- 
ляется из уравиеиия: 


ЕЕК +49 г— раз а -- РН 
и — 2) &*=0. (а) 
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Следовательно, если в три уравнения (С), (0), (Е) 
подставить вместо @ это выражение А, то три новые 
уравнения: 


(х — 9^) Е рю =0, (Е) 
(у— 99) Е+4Ю=0, (<) 
(2—пВ) Е— Ю=0, (Н) 


булут уравнениями искомой поверхности во вторых ди- 
ференциалах. Каждое из этих уравнений еще содер- 
жит одну произвольную функцию и каждое в отдель- 
ности представляет все поверхности, образованные 
указанным способом. | 
ГУ 

Все нормали к поверхности, проведенные через 
точки линии касания ее с одной и той же сферой, 
проходят через центр этой сферы. Отсюда следует: 
1) что эта линия касания. является олной из лнний 
кривизны огибающей поверхности; 2) что для каждой 
[Такой] линии кривизны радиус кривизны постоянен. 
Но мы видели ($ ХУ), что уравиение линии кривизны 
имеет вид: 


С + 92) 5 — рай 
а феи —а-]- а р5—9й =. © 


Следовательно, когда это последнее уравнение имеет 
место, то должно быть 
ар = 0. 


а 
Значит, если представить через ® значение =. ‚ опреде- 
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ленное из уравнения (е), то одновременно должны 
удовлетворяться уравнения: 


ты (1); (6 6 


а 
каково бы ни было значение х; исключая это отно- 


шение, мы получим для искомой поверхности уравнение 
в частных диференциалах третьего порядка, которое 
может быть представлено в такой сокращенной форме: . 
аЮ аЮ 
(=) Н®( }=0. ( 
Это же уравнение мы получили бы, если бы проди- 
ференцировали любое из уравнений (Е), (@), (Н), что- 
бы освободиться от входящей туда произвольной 
функции. Наконец, раскрывая это уравнение и пола- 
гая для краткости 
1 + р) Е-- Юг==А 
рае + К5 == В, 
(1-48) в-- А! ==С 
(1 -|- 92) "— 2рз - (1-Е р?) = М 
Т— 52 = М, 
что дает в силу (9): 
— РВ = 0, 
получим для искомой поверхности линейное 
ние в третьих диференциалах:` 
{ Си--(Се - 2Вуш--(А—2Вою-- Аво--2ЕМ№(р+ ®4} 


++) (+5 (5 Г 
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Если, имея линейное уравнение в третьих диферен- 
циалах, которое мы только что нашли, мы поставим 
себе целью определить характеристику поверхности, 
которой принадлежит это уравнение, то, поступая 
так, как было указано в предыдущем параграфе, мы 
найдем такое уравнение этой кривой: 

С 4уз-- (2В — Со) 4у? ах -| (А— 2Во) ауах? — 

— До 4х3 0. (К) 


Оно, очевидно, составлено из двух множителей и дает 
два следующие уравнения: 

ду— ах ==0, (Г.) 

С ау? | 2Вахау {| Аах? —0. (М) 


Так как первый из этих множителей представляет со- 
бою не что иное, как уравнение (е), найденное выше, 
то отсюда следует, что одна из характеристик, если 
оии вообще отличны друг от друга, является одной 
из линий кривизны поверхности. Так как АС = В, то 
второй множитель является полным квадратом, равные 
корни которого могут быть выражены любым из двух 
следующих уравнений: 

Аа4х-- Вау==0, 

Вах -- Сау=0, 
которые после подстановки вместо АД, В, С их значе- 
ний примут вид: 


(ах | ра2) + Кар=0, {№ 
№ (4 -- чаг) [В 44=0; (©) 
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по исключении А мы получим: 


44 (ах +. раг) — ар (ау {+ 942) =0. 
Но если мы раскроем это последнее уравнение, кото- 
рое заменяет каждый из двух равных множителей 
уравнения (М), то получим опять уравнение (е), в чем 
легко убедиться. Следовательно, три множителя урав- 
нения характеристики принадлежат одной и той же 
кривой *). Таким образом рассматриваемая поверхность 
в каждой из своих точек имеет только одиу характе- 
ристику, которая является одной из двух линий кри- 
визны и уравнение которой может быть представлено 
в любом из трех видов: (Т.), (№), (О). Отсюда также 
следует, что три произвольные функции, которые бу- 
дут пополнять полный интеграл предложенного уравне- 
ния, будут составлены из одного и того же количества. 


м 
Так как характеристика должиа находиться на по- 
верхности, то ойа будет выражена уравнением поверх- 
ности и каким-нибудь из трех уравнений (Г.), (№), (О). 
Положим, что это будет уравнение (Т.), и возьмем 
предложенное уравнение в форме (1); тогда получим 
два уравнения характеристики: 
(2) + (5 } 0 
ду—овах==0, 


которые по исключении ® дают: 


(48 )ак+ (#50 ши ао 
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отсюда мы заключаем, что для одной из линий кри- 
визны на рассматриваемой поверхности радиус этой 
кривизны постоянен. Теперь, если из уравнений (№), 
(О) и уравнения 42==рах --а4у (все эти три урав- 
нения принадлежат характеристике) мы определим вы- 
ражения 4х, у, 42: 


4х -- а 2. —0,4у + Ка-% = 0,42— Ва +=, 
то уравнения характеристики будут представлены лю- 
бой из трех следующих систем двух уравнений: 
аю=0, ав—0, ав-=0, 
4х па —0,4у {+ 44 —=0,4#— Кат -—=0. 
Но в каждой из этих систем в силу первого ее урав- 
иения второе представляет собою полный диференциал; 


следовательно, первым  нитегралом предложенного 
уравнения будет любое из трех уравнений: 


хе -=9к, 
Уют —=9ю, 
2— т -=тА. 


Очевидно, что если вместо А мы подставим его зна- 
чение, полученное из уравнения (4), то каждый из 
этих трех интегралов будет содержать вторые частные 
диференциалы и пополняться каждый своей произволь- 
ной функцией. 
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УП 
Только что найденные нами три первые интеграла 
содержат только те вторые диференциалы, которые 
вхолят в выражение №; следовательно, если, комби- 
нируя эти уравнения попарно, что возможно сделать 
тремя различными способами, мы исключим из них 
количество А, то три полученные результата, которые 
будут содержать только первые диференциалы и каж- 
дый из которых будет заключать две произвольные 
функции, будут тремя вторыми интегралами; но так 
как количество Ю должно быть исключено, то его 
выражеийе не имеет значения, и на его место можно 
поставить любое неопределенное количество а. Далее, 
так как это количество находится под знаком произ- 
вольных функций, то исключение, о котором идет 
речь, может быть только указано *). Следовательно, 
три вторые интеграла предложенного уравнения будут 
результатом исключения а из каких-либо двух из числа 

следующих трех уравнений: 


(х— фа) = — ар, 


у — фа) = —а4, 
(2— па) = а. 
УШ 


Наконец, исключая риа из трех предыдущих урав- 
нений и 42==рах |-94у, получим два уравнения, 
свободные от всех частных диференциалов, которые 
могут быть легко получены следующим образом. 
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Возвышая в квадрат эти три уравнения и складывая, 
сначала получим: 


(х — фа}? - (у— фа} + (2 — па ==; 
затем, умножая первое на 4х, второе на 4у, склады- 
вая и устраняя Е с помощью третьего, найдем: 

(х — ча} ах -- (у фа) ау-| (2 — па) 42==0. 

Но это последнее уравиение получается диференциро- 
ванием предшествующего, если считать в нем а по- 
стоянным; и так как это уравнение должно иметь 
место одновременно с предшествующим, то должно 
иметь место также то диференциальное уравнение, 
которое получится из него, если считать @ единствен- 
ным переменным. Следовательно, вместо этих двух 
уравиений получим два следующие: 

(х — фа)? -- (у— фа) -{ (2 — пай —0, 

(хоче - пира. 
Эти уравнения свободны от всяких лиференциальных 
количеств и содержат три произвольные функции, 
они, следовательно, дают полный интеграл предложен- 
иого уравнения. 

$ ХХ. 


О КРИВОЙ ПОВЕРХНОСТИ, ВСЕ НОРМАЛИ КОТОРОЙ 
ЯВЛЯЮТСЯ КАСАТЕЛЬНЫМИ К ПОВЕРХНОСТИ СФЕРЫ. 
ОБРАЗОВАНИЕ ПОВЕРХНОСТИ. 

Пусть, рассматривая нормали к любой кривой по- 
верхности, мы желаем перейти от какой-нибудь од- 
ной из этих нормалей к другой, бесконечно близкой, 
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так чтобы последняя лежала в одной плоскости с 
первой; из свойств линий кривизны известно, что этот 
переход можно всегда осуществить двумя различиыми 
способами. Этим определятся две новые нормали, при- 
чем две плоскости, проведенные через первую нор- 
маль и каждую из двух новых, будут между собой 
перпендикулярны. 

Рассмотрим поверхность, которой касаются все 
нормали; эта поверхность есть не что иное, как 
огибающая нормалей или граница пространства, ко- 
торое они занимают; затем рассмотрим какую-нибуль 
нормаль и две другие бесконечно близкие к ней, 
каждая из.которых лежит в одной плоскости с пер- 
вой. Тогда, если первая нормаль и одна из двух 
других не встречаются в одной из точек поверхности, 
которой они касаются, то плоскость, определенная 
двумя этими нормалями, будет касательной к послел- 
ней поверхности, так как она’ проходит через две 
бесконечно близкие касательные *); вторая же плоскость. 
определенная третьей нормалью, будет перпендикулярна 
к этой же поверхности в точке касания ее с первой 
плоскостью. 

Отсюда следует: 1} что первая и третья нормали 
будут последовательными касательными к одной и той 
же кривой, проведенной на поверхности, которой они 
касаются; 2) что эти две прямые встретятся в одной 
из точек этой поверхности, являющейся, следовательно, 
геометрическим местом центров одной из кривизн 
исходной поверхности; 8) что кривая, которой касается 
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ряд последовательно пересекающихся нормалей, яв- 
ляется геометрическим местом центров кривизны тех 
точек поверхности, которые расположены на одной 
и той же линии кривизны; 4) что все соприкасаю- 
щиеся плоскости этой кривой будут нормальны к по- 
верхности центров и что, следовательно, кривая эта 
будет на поверхности центров кратчайшей из всех 
линий, которые можно провести между ее концами; 
5) наконец, что линия кривизны, центры которой 
расположены на этой кривой, будет ее эвольвентой; 
таким образом часть нормали, заключенная между 
исходной поверхностью и поверхностью центров, бу- 
дет равна спрямленной дуге этой кривой *). 

Переходя к рассматриваемому нами частному случаю, 
для которого поверхность, которой касаются все нор- 
мали, является поверхностью сферы, мы видим, что 
поверхность сферы является геометрическим местом 
центров одной из кривизн исходной поверхности; что 
кривая, которой касается ряд нормалей, последова- 
тельно пересекающихся на сфере, есть окружность 
большого круга, так как она’должна быть кратчайшей 
линией на позерхности сферы; далее мы видим, что 
для исходной поверхности линия той кривизны, центры 
которой лежат на этой окружности, есть плоская кри- 
вая и что эта кривая — спираль, служащая эвольвеп- 
той этого большого круга. 

Теперь рассмотрим на исходной поверхности две 
такие последовательные линии кривизны; так как их 
плоскости обе проходят через центр сферы, то они 
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пересекутся по прямой, также проходящей через центр. 
Далее, если на зоне, заключенной между этими двумя 
плоскостями, мы рассмотрим элементы всех линий 
другой кривизны, то эти элементы будут перпенди- 
кулярны к плоскостям линий первой кривизны, так 
как они должны быть перпендикулярны к самим этим 
линиям. Итак, зону можно считать бесконечно узкой 
веретенообразной полоской *) поверхности вращения, 
образованной движением первой линии кривизны во- 
круг прямой пересечения этих двух плоскостей; сама 
же мгновенная ось вращения будет геометрическим 
местом центров второй кривизны для всех точек со- 
ответствующей зоны. 

Если таким образом мы рассмотрим последователь- 
ность всех плоских ‘кривых первой кривизны, то 
плоскости их будут последовательно. пересекаться по 
прямым, всегда проходящим через центр сферы; эти 
прямые будут, следозательно, лежать на некоторой 
конической поверхности, вершина которой находится 
в центре сферы; и все плоскости линий ‘первой крни- 
визны будут касательными к этой конической поверх- 
ности. Следовательно, если одна из этих плоскостей 
будет катиться по конической поверхности, то в каждый 
момент своего движения она будет вращаться вокруг 
той прямой, которая служит ее пересечением с следу- 
ющей плоскостью, а линит кривизны, лежащая в этой 
плоскости, будет последовательно совпадать со всеми 
другими. Отсюда вытекает следующий способ образо- 
вания поверхности. 

24 г. Монж 
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Начертим на плоскости: 1) круг радиуса, равного ра- 
диусу сферы, 2) спираль, служащую эвольвентой этого 
круга; приведем эту плоскость в соприкосновение с ко- 
нической поверхностью произвольного основания так, 
чтобы центр круга оказался в вершине конуса; если мы 
теперь представим себе, что плоскость катится по ко- 
нической поверхности, то центр круга останется в вер- 
шине конуса, окружность опишет поверхность сферы 
с центром в вершине конуса, а спираль образует тре- 
буемую поверхность. Действительно, любая нормаль 
этой поверхности является в то же время нормалью 
к спирали в той плоскости, в которой спираль нахо- 
дится; любая нормаль является, следовательно, касатель- 
ной к кругу, эвольвентой которого служит эта спи- 
раль; таким образом любая нормаль касается поверх- 
ности сферы, образованной движением этого круга. 

Поверхность наша не имеет ни одной нормали, 
через которую не проходила бы образующая плоскость 
в некоторый момент своего движения; но в про- 
должение всего движения плоскость эта не перестает 
быть касательной к конической поверхности: следо- 
вательно, нет ни одной нормали, которая не касалась 
бы конической поверхности; эта коническая поверх- 
ность является, таким образом, геометрическим ме- 
стом центров второй кривизны, в то время как по- 
верхность сферы представляет собою геометрическое 
место центров первой кривизны. 

Кривая, которую пробегает каждая точка образую- 
щей спирали, постоянно перпендикулярна к этой 


ПРИЛОЖЕНИЕ АНАЛИЗА К ГЕОМЕТРИИ 871 


спирали; она, следовательно, является линией вто- 
рой кривизны; но так как расстояние описывающей 
ее точки от вершины конуса остается неизменным, 
то каждая линия второй кривизны лежит на по- 
верхности сферы с центром в вершине конуса; 
радиус этой сферы, постоянный для каждой из этих 
линий в отдельности, меняется от одной линии К 
другой. 


О РЕБРАХ ВОЗВРАТА ПОВЕРХНОСТИ. 


Спираль, являющаяся эвольвентой круга, имеет, как 
известно, точку возврата, находящуюся на окружно- 
сти развертываемого в нее круга; эту точку можно 
считать началом развертывания, и кривая по отноше- 
нию к ней. расположена симметрично по обе стороны 
от нее. Очевидно, что когда плоскость спирали катится 
по конической поверхности, эта точка должна 
образовать ребро возврата; и это ребро целиком 
лежит на новерхности сферы, которой касаются все 
нормали. Таким образом все полости поверхности 
могут приближаться к центру сферы только до тех 
пор, пока они не встретят поверхность сферы по 
ребру возврата; там они претерпевают отражение, и, 
таким образом, ни одна из них не проникнет внутрь 
сфезы. Так как поверхность сферы является геомет- 
рическим местом центров одной из кривизн описы- 
ваемой поверхности, то из этого следует, что для 
всех точек этого первого ребра возврата один из 
радиусов кривизны поверхности равен нулю. 

24* 
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Помимо этого первого ребра возврата поверхность 
имеет еще и другое. 

Действительно, если мы рассмотрим образующую 
в двух последовательных положениях, то лве плоско- 
сти, соответствующие этим положениям, пересекаются 
по прямой, находящейся на конической поверхности, 
к которой обе они являются касательными, а обе кри- 
вые пересекаются в точке этой прямой. Эта точка, 
следовательно, лежит на конической поверхности. 
Геометрическое место точек, определенных таким 0б- 
разом на конической поверхности, есть кривая. кото- 
рой образующая в каждый момент ее движения по- 
стоянно касается. Очевидно, что эта кривая есть реб- 
ро возврата, так как каждая часть образующей сна- 
чала приближается к конической поверхности, пока 
она не прикоснется к ней. в некоторой точке этой 
кривой, причем сама образующая окажется касатель- 
ной к этой кривой; по мере того как плоскость про- 
должает катиться дальше, эта часть кривой снова 
удаляется от конической поверхности, не проникая, 
таким образом, в пространство, к которому коничес- 
кая поверхность обрацена своей вогнутостью; это 
пространство, как и пространство внутри сферы, не- 
доступно для описываемой поверхности. Так как ко- 
ническая поверхность является геометрическим местом 
центров второй кривизны описываемой поверхности, 
то для всех точек этого второго ребра возврата ра- 
диус второй кривизны равен нулю. 

Из двух только что рассмотренных нами ребер воз- 
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врата первое, т. е. то, которое находится на поверх- 
ности сферы, не обусловлено движением, порожлаю- 
щим поверхность, оно существует только потому, 
что сама образующая имеет точку возврата. Для вся- 
кой. другой образующей, которая не имела бы точки 
возврата, описываемая поверхность не имела бы это- 
го ребра. Второе же ребро возврата, именио то, ко- 
торое находится на конической поверхности, нераз- 
рывно связано с порождающим поверхность движе- 
нием; ибо очевидно, что если образующая изменила 
бы свою форму, но движение осталось бы тем же, 
то ребро возврата изменило бы лишь свое положе- 
ние на конической поверхности, но не перестало бы 
быть ребром возврата. 

Однако, когда образующая не простирается в бес- 
конечность в своей плоскости, это второе ребро мо- 
жет стать мнимым для некоторой части поверхности, 
в частности оно может стать целиком мнимым; оно 
может также свестись к одной единственной точке, 
которая в таком случае является точкой сжатия по- 
верхности*) (так можно назвать точку, через которую 
целиком проходит одна полость поверхности, пере- 
холя в этой точке в другую). Этот частный случай 
имеет место, когда коническая поверхность, по кото- 
рой катится производящая плоскость, сводигся к пря- 
мой линии; в этом случае рассматриваемая поверх- 
ность есть поверхность врашения, осгю которой слу- 
жит эта прямая. Если при этом образующая лежит 
целиком по одну сторону оси, то ребро возврата 
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будет целиком мнимым, если же образующая пересекает 
ось под косым углом, то точка ее пересечения с осью 
и есть точка сжатия. Такова, например, вершина ко- 
нической поверхности. 


О линиях РАВНЫХ КРИВИЗН ОДНОГО 
И ТОГО ЖЕ ЗНАКА. 


Мы видели, что поверхность не имеет ни одной 
нормали, которая не касалась бы одновременно по- 
верхности сферы.и конической поверхности; что две 
точки касания нормали с этими поверхностями явля“ 
ются центрами двух кривизн той точки поверхности, 
через которую проходит нормаль, и что расстояние 
между этими двумя точками есть разность двух радиу- 
сов кривизны. 

Теперь рассмотрим какую-нибудь нормаль и пред- 
ставим себе, что производящая плоскость, проходящая 
через эту нормаль, неподвижна, а нормаль движется 
в этой плоскости до тех пор, пока точка ее касания 
с кругом, которого она непрестанно касается, не сов- 
падет с точкой касания того же круга с конической 
поверхностью*). В этом положении нормаль коснется 
сферы и конической поверхности в одной и той же 
точке: центры двух кривизн той точки поверхности, 
через которую теперь пройдет нормаль, окажутся, та- 
ким образом, совпавшими, и обе кривизны поверхно- 
сти в этой точке будут равны между собой и будут 
иметь один и тот же знак. Но эта нормаль, которая 
касается в одной и той же точке обеих поверхностей 
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центров кривизны, касается в этой точке также кри- 
вой, являющейся пересечением этих двух Поверхно- 
стей; далее, то, что мы сказали сейчас об этой нор- 
мали, будет также иметь место для всякой другой 
нормали, которая будет касательной к пересечению 
этих двух поверхностей центров; следовательно, если 
мы представим себе, что нэкоторая прямая движется, 
постоянно оставаясь касательной к линии пересечения 
конической поверхности с поверхностью сферы, то 
следом этой прямой на описываемой поверхности бу- 
лет кривая, в каждой из точек которой оба радиуса 
кривизны поверхности будут равны между собой. Эту- 
то кривую мы и можем назвать линией равных кри- 
визн одного и тсго же знака. Но касательная при 
своем движении всюду нормальна к описываемой по- 
верхностл и, следовательно, нормальна к кривой, ко- 
торую она вычерчивает на этой поверхности; слело- 
вательно, линия равных кривизн одного и того ж2 
знака есть эвольвента линии пересечения двух поверх- 
ностей центров *). 


О ВЕРШИНЕ ПОВЕРХНОСТИ. 


Легко заметить, что линия равных кривизн, после 
того как она пересечет под косым углом все линии 
первой и второй кривизны, встретит, наконец, свою 
эволюту в точке, которая является для нее точкой 
возврата. Эта точка, принадлежащая описываемой по- 
верхности, так как она лежит на линии равных кри- 
визн, принадлежит также обеим поверхностям центров, 
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так как она лежит на их пересечении; следовательно, 
для этой точки радиусы кривизны поверхности не 
только равны между собой, но и оба равны нулю. 
Эта точка описываемой поверхности, поскольку она 
лежит на поверхности сферы, должна находиться на 
перзом ребре возврата: поскольку же она лежит на 
конической поверхности, она должна находиться на 
втором ребре возврата; она также должна находиться 
на линии равных кривизн; итак, через эту точку про- 
ходят три наиболее замечательные линии поверхности: 
два ее ребра возврата и линия равных кривизн. 

Далее, эта точка есть точка возврата первого ребра 
возврата; ибо при движении производящей плоскости 
точка возврата спирали, образующей это ребро, при- 
ближаясь сначала к конической поверхности, встре- 
чает ее перпендикулярно и затем отражается по про- 
тивоположному направлению. Это есть также точка 
возврата второго ребра возврата; ибо это второе 
ребро есть не что иное, как образующая спираль, 
изогнутая на коническую поверхность*); рассматри- 
ваемая же нами точка является точкой возврата этой 
спирали. Мы видели, что эта точка является также 
точкой возврата линии равных кривизн; следовательно, 
она является об цей точкой возврата для трех главных 
линий поверхности. 

Отсюда следуст, что эта точка поистине представ- 
ляет собою вершину поверхности; не в том смысле, 
в каком обычно употребтяется это слово для конической 
поверхности, имеющей лишь точку сжатия, за которой 
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располагается вторая полость поверхности, равная и по- 
добная первой, а в том смысле, что эта вершина явля- 
ется точкой, за которой поверхность становится мнимой. 

До сих пор мы говорили об этой вершине так, как 
будто она на поверхности существует только одна; 
но это будет так только в том частном случае, когда 
окружность большого круга сферы будег в целое 
число раз больше линии пересечения обеих поверх- 
ностей центров; во всех других случаях может суще- 
ствовать несколько подобных вершин; число этих вер- 
шин становится даже бесконечным, когда обе эти 
линии несоизмеримы. 

Так как эта вершина является наиболее замечатель- 
ной точкой поверхности, то мы будем принимать ее 
за начало при тех развертываниях, которые мы будем 
производить. 


ОБ ОБРАЗОВАНИИ ПОВЕРХНОСТИ ТОЧКОЙ, 
СПОСОБНОЙ ДВИГАТЬСЯ В ДВУХ РАЗЛИЧНЫХ 
НАПРАВЛЕНИЯХ. 


Рассмотрим прямую, касательную к пересечению 
двух поверхностей центров, точка касания которой 
с этой кривой является вершиной описываемой поверх- 
ности; затем предположим, что прямая катится по 
этой кривой, оставаясь все время касательной к ней. 
Если мы возьмем на этой прямой ту точку, которая 
сначала совпалала с вершиной поверхности. то, как 
мы видели, эта точка опишет линию равных кривизн; 
а так как эта линия пересекает под косым углом все 
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линии одной и другой кривизны, то не будет ни ол- 
ной образующей спирали, на которую не могла бы 
попасть движущаяся точка и в плоскости которой не 
нашлось бы, следовательно; подвижной прямой. Когда 
точка попадет на некоторую спараль, то прямая бу- 
дет касаться одновременно коивой, по которой она 
катится, и круга, лежащего в плоскости соответствую- 
щей спирали. Если теперь мы представим себе, что 
эта прямая начинает катиться по окружности этого 
круга, то на образующей спирали не найдется ни од- 
ной точки, с которой не могла бы совпасть движу- 
щаяся точка; итак, на всей поверхности нет ни одной 
точки, в которую движущаяся точка не могла бы по- 
пасть при помощи этих двух своих движений, значит, 
эта точка [своим движением| образует поверхность. 


Ов УРАВНЕНИИ ПОВЕРХНОСТИ В КОНЕЧНЫХ 
КОЛИЧЕСТВАХ. 


Исходя из изложенного нами способа образования 
поверхности, мы можем получить ее уравнение сле- 
дующим образом: рассмотрим какую-нибудь нормаль 
и плоскость той спирали, в которой она лежит; обо- 
значим через РЁ длину дуги линии пересечения двух 
поверхностей центров от вершины описываемой по- 
верхности до точки касания этой кривой с плоскостью 
спирали; обозначим через /М длину дуги большого 
круга сферы от точки касания этого круга с преды- 
дущей кривой до касания его с нормалью; наконец, 
через / обозначим часть нормали, заключенную 
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между описываемой поверхностью и точкой касания 
этой нормали со сферой. Мы получим тогда уравнение: 
= ММ. 

Для того чтобы получить уравнение поверхности, 
нужно только найти выражения этих трех количеств. 

Та часть нормали, которую мы обозначили через 
№, образует с радиусом-вектором и радиусом сферы 
прямоугольный треугольник; следовательно, если ра- 
диус сферы обозначим через а, то будем иметь: 


М =иИлх-у-а фа. 
Найдем теперь количество Ё. Пусть 
ах + уфа -- д=0 

есть уравнение плоскости спирали, в котором а есть 
количество, определяющее положение плоскости, а 
функция ф, вид которой зависит от природы кониче- 
ской поверхности, является, следовательно, произволь- 
ной; если мы продиференцируем это уравнение, считая 
а единственным переменным, то полученное уравнение 


о" — 
и? == 


будет принадлежать прямой, по которой плоскость спи- 
рали касается конической поверхности; уравнение этой 
поверхности получится в результате исключения @ из 
двух предыдущих уравнений. Так как уравнение 
сферы есть 

к? -- ур 22—22, 
то три последние уравнения после исключения @ 
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далут уравнение линии пересечения двух поверхно- 
стей центров кривизны. 

Из этих-то уравнений и надо определить значения 
ах, 4у, 4г, чтобы подставить их в выражение количества 


Е= | Иах- 4у* - а=?. 
Если из этих трех уравнений определить значения 
х, у, 2, то, полагая для краткости 


Тр о-- (ф— оф = 0, 
мы найдем: 
@х= ау, 
Су ===, 
@(2= а(ф— 099. 


Диференцируя и полагая вновь для сокращения 
Гар =. 
мы получим: 
3 ах == ау"аа [#? — а (@-|- +9], 
93 ду — ау"аа [12 у' — ф(а-- +), 
03 42 —= ау’аз | — (а $9]. 
Возвышая в квадрат и складывая, мы после упроще- 
ний получим: 
(4 (4х? | ау? -| 42?) = а? у”4о?. 
Подставляя найденное в выражение для Г, будем иметь: 
=. "аа Ут + а: ф 
ь=е| Роз (9 — 42° 
Что касается третьего количества /М, то очевилно, 
что оно равно луге большого круга сферы, заключенной 
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между двумя прямыми, проведенными из центра к точ- 
кам касания нормали с поверхностями сферы и конуса. 
Пусть х', у’, 2' — координаты точки касания норма- 
ли со сферой и х", у", =” — координаты точки каса- 
ния той же прямой с конической поверхностью; так 
как эти две точки касания и центр представляют со- 
бою вершины углов прямоугольного треугольника, то 
очевидно, что мы будем иметь: 
М =а-агс. [65 | $ 
Уз УЗ 
сюда надо подставить выражения для х”, у’, 2”. Но эти 
три координаты связаны между собою тремя следую- 
Ими уравнениями: 
ах" - зу :==0, 
ху =0, 
м уу" = а?, 
из которых первые два выражают, что точка нахо- 
дится на прямой касания плоскости спирали с кони- 
ческой поверхностью, а третье выражает, что она 
находится в плоскости, касающейся сферы в точке 
с координатами х’, у, 2'. 
Определим из этих уравнений х”, у”, =”; положив 
для краткости 
хи" — у 2 (о — а!) = в", 
мы получим: 
вх" — 224", 
и —= —- 22, 
6! 2” — 02 (Ф— а'), 
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отсюда будем иметь: 
2 в) 
рут 2) в [1 фе (фр — а); 
остается только найти значения х', у’, 2', чтобы подста- 
вить их в выражение для и”. 


Но для точки касания нормали с поверхностью сфе- 
ры имеем следующие три уравнения: 


хе УЗ 28—02, 

ах фу + # ==0, 

хм уу 22 =>, 
из которых первое выражает, что эта точка лежит на 
поверхности сферы, второе — что она находится в 
плоскости спирали, и третье — что она лежит в ка- 
сательной к сфере плоскости, проведенной через точ- 


ку описываемой поверхности. Определим теперь зна- 
чения х', у', =2'. Положив для краткости 


у 2 ил, 
1+ = 


и замечая, что так как точка поверхности лежит на 
плоскости спирали, то должно иметь место 


ах -- фу-- 2 = 
мы получим: 
р —па?х а (у— 92) Ив, 
ву — Ва?у—а (х— а2) И № — в, 
Ви?! == да?г2 -- а(Фх — ау) И — а; 
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подставляя эти значения х’, у г во’ ни снова полагая 
дли краткости 
ху 2(ф— ау!) =, 
будем иметь: 
и’ == Рю | ой (х -|- уд) И и? — я. 


Подставляя теперь это значение ®', получим: 


в УГУ 2 
15 (2 №2 =— 
Из У +2 ао - (ху) У—@ 


и, следовательно, будем иметь для М следующее 
выражение: 


я Ив 
М = а-агс. со$. [= ев 
в УЕ ($ — 9%"? 
Подставляя, наконец, вместо 1, М, М их значения 
в уравнение (== М -- №, будем иметь: 
ив УГЕаЕЯ _ 
пов — 


до (ху) У— 
==а-агс. со. НЫЕ 21 Аба Ие—@; 
Ут 6—4’ |+ 


так как точка описываемой поверхности находится 
в плоскости спирали, то, с другой стороны, для нее 
будем иметь: 

ах уз 2==0; 
отсюда следует, что уравнение описываемой поверх- 
ности есть результат исключения я из двух предыдущих 
уравнений. 
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Если уравнение некоторой поверхности представлено 
системой двух уравнений, из которых нужно исключить 
неопределенное количество @, то ни одно из этих 
двух уравнений в отдельности. не является необходимым; 
существует бесчисленное множество других систем 
уравнений, которые в результате исключения других 
неопределенных количеств дают то же самое уравнение 
поверхности. Те два уравнения, которые мы только 
что нашли и которые были выведены непосредственно 
из свойств, указанных в определении поверхности, 
не являются ни столь простымн, ни столь плодотвор- 
ными, как те уравнения, которые мы сейчас получим 
из других соображений. 


О ДРУГОМ СПОСОБЕ ПОЛУЧЕНИЯ —УРАВ- 
НЕНИЯ ПОВЕРХНОСТИ В КОНЕЧНЫХ КОоЛИ- 
ЧЕСТВАХ. 

Мы видели, что поверхность образуется движением 
спирали, центр которой лежит в вершине конуса и 
плоскость которой катится по поверхности этого конуса. 
Найдем сначала уравнение спирали, рассматривая ее 
как кривую, лежащую в плоскости и отнеся ее при 
помощи координат х и у к прямоугольным осям, про- 
веденным через центр круга. 

Если через некоторую точку кривой проведем 
нормаль, то она коснется в некоторой точке окруж- 
ности круга, для которого спираль служит эвольвентой; 
если мы обозначим через х’, у’ координаты точки 
касания, то уравнение нормали, которая в то же 
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время есть касательная к кругу в этой точке, будет: 
хх’ у == а, 


и так как точка кривой является одной из точек нормали, 
то это уравнение будет иметь место также и для нее. 
Но количества х’и у’ представляют собою свнус и 

косинус дуги круга, развертывание которой дает раднус 
кривизны спирали, а зтот радиус кривизны есть катет 
прямоугольного треугольника, гипотенузой которого 
является радиус-вектор, а доугим катетом -— радиус кэу- 
га; величина его, следовательно, равна р д + у — а. 
Таким образом мы получаем: 

ж' аз. [АНИ — а], 

Усов. [-- А-а; 
в этих уравнениях А есть произвольное постоянное, 
благодаря которому начало развертывания круга или 
вершина спирали может быть поме.цена где угодно. 

Если мы положим для краткости } х? г у — 2? +, 

то уравнение спирали, отнесенное к ее плоскости, 
будет: 

х 91. (и — А) -- усо$5. (и — А) ==а?. 
Теперь представим себе, что спираль при своем 
движении увлекает за собо:о прямую, на которой мы 
отечнтывали х; эта прямая обзазует лоутую ко сическую 
поверхность, вершина которой будзт в центре сферы; 
природа ее будет зазисеть от перзой конической по- 
верхности, которую мы до сих пор рассматоивали, 
поскольку первая будет раззерткой последней; если 
25 г. монж. 
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уравнение первой конической поверхности дано, то 
уравнение второй может быть получено только путем 
интегрирования. Но в общем случае, который мы рас- 
сматриваем, первая конзческая поверхность была произ- 
вольна, слеловательно, если вторая поверхность будет 
теперь единственной нами рассматриваемой, то мы можем 
также и ее считать произвольной и первообразной. 


Пусть > =Ф (=) — уравнение новой конической 


поверхности; в нем произвольная функция Ф не есть 
та функция, которую мы раньше обозначали через ф 
и от которой Ф является производной *); если мы по- 
ложим х==а2, то это уравнение будет результатом 
исключения @ из двух следующих уравнений: 


х==а2, у==Фал. 


Теперь, если из некоторой точки описываемой поверх- 
ности опустить перпендикуляр на коническую поверх- 
ность, то этот перпендикуляр будет тем количеством, 
которое в уравнении спирали мы обозначали через у 
и которое мы впредь будем обозначать через И; пря- 
мая, проведенная от вершины конуса к основанию этого 
перпендикуляра, будет тою, которую мы называли через 
х и которую впредь будем обозначать через Х. Далее, 
радиус кривизны, который в уравнении спирали выра- 
жался через Их -Г у? — @?, здесь, очевидно, будет 
иметь значение |/ х* -{ у? -- 22 —а?. Следовательно, 
если мы положим для краткости 


Р-Р у -- 22— а? — (Л, 
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то уравнение описываемой поверхности будет: 
Хзт.(И — А) | Усоз.(И— А) = а?, 
в котором остается только найти значения Хи Г. 

Для этого обозначим через х’, у’, 2’ координаты 
основания перпендикуляра; так как эта точка находится 
на поверхности конуса, то будем иметь: 

х—=а2, 
уУ-=Фл,, 
и мы будем иметь, очевидно: 
а у 22 (1 -- 2 $3), 
(хм У (= 
= (х— а2!)? + (у—Ф:!)*-|- (2—2. 

Но так как нерпендикуляр У есть пМайпит, то его 
величина неё должна изменяться при изменении его 
основания, произойдет ли оно в силу изменения одного 
только 2 или в силу изменения а. Следовательно, 
количества, полученные диференцированием 7, последо- 
вательно взятые в предположении, что 2' и а являются. 
единственными переменными, должны быть равны нулю. 
Итак, мы будем иметь два уравнения: 


(ха а (у— ФФ — 2—0, 
(х—а2!) + (у—Флг!) Ф' 0, 
которые с помощью сокращенных обозначений 
ах | Фу--==М, 
1+ 42 -- Ф2 = 22 
25+ 
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примут следующий вид: 
2112 = М 


2! (а -- ФФ!) — уф! х. 
Эти лва уравнения по исключении 2’ дают сначала 
первое уравнение: 
№1 (х | у!) =М(@а-- ФФ), (А) 
к которому мы еще вернемся. 
Подставляя вместо 2’ его выражение в выражения 
ми, мы получим: 
д? —=@оМ, у№=ФМ, РМ. 
Чтобы получить количество х!?-- у’? -1- 2 — Х?, воз- 
ведем эти уравнения в квадрат и получим: 
ХА? — М? или ХВ==М; 
далее, образовав количества х— х', уу, 2—2", 
сумма квадратов которых должна быть равна 72, мы 
найдем: 


и 


УИ (Раз) — Мг. 


Подставляя вместо Хи 7 их значения в уравнение 
поверхности, будем иметь уравнение: 


Мат. (И—А)-Н И 12 (02 - в?) — м3соз.(И— А)-=айй, 


в которое, помимо координат х, у, 2 поверхности, 
входит еще неопределенное количество &; но мы видели, 
что мы имеем, кроме того, уравнение: 


12 (х-|- УФ!) = М(а-- ФФ; (А) 
следовательно, уравнение поверхности будет результа- 
том исключения @ из двух последних уравнений. 
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Оба найденные нами уравнения мотут оставаться 
в том виде, в каком они есть; но если мы возвысим 
в квадрат нервое из них, чтобы освободиться от ради- 
кала, то легко будет привести его к следующему виду: 

азт. (И — А) + Цсоз. (И — А) = ей 
Но диференцируя это уравнение, считая ва 
переменным количество @, которое входит только во 
вторую часть, получим не что иное, как уравнение (А); 
следовательно, если для краткости положим 

аз. (И— А) Исоз. (И— А = М, 

то уравнение поверхности будет представлять собою 
результат исключения неопределенного количества @ 
из двух уравнений: 


г) —0. (А) 


Прежде чем покончить с этим предметом, следует 
рассмотреть только что найденные нами уравнения, 
что приведет нас к новому способу образования по- 
верхности. 

Из этих двух уравнений, одно из которых полу- 
чается в результате диференцирования другого, при 
условии, что некоторый параметр рассматривается как 
единственное переменное, следует, что описываемая 
поверхность есть огибающая или граница пространства, 
пробегаемого другой поверхностью в силу изменения 
этого параметра. | 
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Первое из этих уравнений №=-0, т. е. уравнение 
подвижной поверхности, если`считать в нем а постоян- 
ным, принадлежит некоторой поверхности вращения 
вокруг оси, уравнения которой х==а2, У = фл; в са- 
мом деле, известно, что уравнение этой поверхности 
вращения имеет вид: 


ах + фута 


= + 2), 


ИЕ ав 
или, сохраняя сделанные выше сокращения: 
м 
ср. =— ФИ, 


и легко видеть, что уравнение №М==0 имеет как раз 
такой вид. Далее, мы нашли это уравнение, перенося 
образующую спираль в плоскость меридиана поверх- 
ности вращения. Таким образом подвижная поверхность 
есть поверхность вращения спирали вокруг оси, 
уравнения которой суть х ==а2, у==фг. 

Второе уравнение, т. е. уравнение (А), как легко 
убедиться, есть уравнение плоскости, нормальной 
к конической поверхности, уравнение которой полу- 
чается в результате исключения @ из двух следующих 
уравнений: х-=а@2, у== 2, но эта нормальная плос- 
кость должна пройти через вершину, являющуюся 
началом; следовательно, она является плоскостью 
меридиана, по которому пересекаются две последлова- 
тельные поверхности вращения, когда ось движется, 
описывая коническую поверхность. Отсюла вытекает 
новый способ образования поверхности. 
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Проведем в плоскости спирали, являющейся эволь- 
вентой круга, какую-либо прямую через центр круга; 
образуем поверхность вращения, вращая спираль во- 
круг этой прямой; будем двигать эту поверхность 
таким образом, чтобы ее ось, прохоля постоянно через 
центр, описывала некоторую коническую поверхность, 
вершина которой будет, следовательно, находиться 
в центре круга; тогда огибающая пространства, опи- 
санного подвижной поверхностью, дает общий вид 
поверхности, все нормали которой будут касательными 
к сфере, образованной вращением круга, для которого 
спираль служит, эвольвентой. 


ОБ УРАВНЕНИЯХ В КОНЕЧНЫХ КОЛИЧЕСТВАХ 
ДВУХ РЕБЕР ВОЗВРАТА. 


Мы видели, что описываемая поверхность имеет два 
ребра возврата, одно из которых расположено на 
поверхности сферы, а другое — на конической поверх- 
ности, которой постоянно касается плоскость спирали. 

Для первой из этих кривых должно удовлетворяться 
уравнение сферы, т. е. мы должны иметь И == 0. Но если 
мы введем это уравнение в уравнение №==0, т. е. в 


. ам 
азт. (/— А) НН Осоз. (И— А) =-„, 
чо вся первая часть его сведется к произвольному 
постоянному, ко“орое мы обозначим через В, и урав- 
нение обратится в 
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Следовате ъно, из двух уравнений этого ребра возврата 
одно есть 


ж Ну 22 = а?, 
а другое есть результат исключения а йз уравнения: 
ВЕТ а: + 9 — (ах - оу-- 2)а 


у: получазсмого его диференцированнем, 
в послиоложения, что 2 является единственным пере- 


меня м. 
„Что косазтся второго ребра возврата, то мы видели, 


о, когда 
@а2 это нослоянно касается; следовательно, та точка 


сиизаль движется, образоя поверхность, 


спирали, координаты которой х, у, 2 не изменяются, 
ксгла спираль меняег свое положение, является точкой 
ребра. Но два уравнения с:ирали, рассматриваемой 
в каком-либо положении, таковы: 


Следовательно, если мы продиференцируем эти два 
уравнения, считая а единственным переменным, что 
даст нам только одно новое уравнение: 


и если мы предположим, что эти три уравнения имеют 
место одновременно, то содержащиеся в них количества 
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х, у, 2 будут принадлежать ребру возврата; следо- 
вательно, два уравнения этой кривой представляют 
собой результат исключения а из трех уравнений: 


№=0, 


Ов УРАВНЕНИИ ПОВЕРХНОСТИ В ЧАСТНЫХ 
ДИФЕРЕН ЦИАЛАХ. 


Так как нормали к поверхности все касаются сферы 
раднуса а, центр которой, лежит в начале, то перпенди- 
куляр, опущенный из начала на какую-либо нормаль, 
постоянен и равен а. 

Если координаты точки поверхности будут х, у, 2, 
а координаты нормали — х', У, 2', то два уравнения 
этой прямой будут: 

х=——р2'-- х-| р, 


У = — 92 фу-аг. 
Но если уравнения некоторой прямой суть: 
х — Аг! -| В, 
у= с Ь, 
то квадрат расстояния этой прямой от начала есть 


В2-+ 02+ (АБ- ВС» 
т — 
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Но в данном случае имеем: 
А=—=— р, В=х-1 рг, 


—=—9, Р==у- г. 
Слеловательно, подставляя эти значения в выражение 
ДЛЯ квадрата расстояния и приравнивая его квадрату 
радиуса, получим уравнение поверхности: 


(+ р2)? Е (у + 92)*-- (ах — ру? == а? (1 + 8-9), 
которое в развернутом виде может быть представлено 
в слелдующей форме: 


(ие ру- 2 —@3) (1-9) — (2 — рх— 4}; 
это уравнение в частных диференциалах мы могли бы 
получить диференцированием интегральных уравнений: 


м—0, (4“)=0. 


ма, 

Будем теперь исследовать это уравнение так, как будто 

мы его получили другими изысканиями, т. е. будем его 
ы 

интегрировать и изучать поверхность, которой оно 

принадлежит. 


О ХАРАКТЕРИСТИКЕ ПОВЕРХНОСТИ, КОТОРОЙ 
ПРИНАДЛЕЖИТ УРАВНЕНИЕ В ЧАСТНЫХ ДИФЕ- 
РЕНЦИАЛАХ. 


Если некоторое уравнение в обыкновенных диферен- 
циалах с тремя переменными принадлежит кривой по- 
верхности, то в силу произвольности постоянного 
количества, входящего в его интеграл, геометрическое 
место этого уравнения представляет собою любую крн- 
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вую поверхность из бесконечной их последовательно- 
сти; все эти поверхности имеют одну и ту же природу 
и отличаются между собой только параметром, но- 
стоянным для каждой из них и меняющимся от олной 
к другой. Например, геометрическое место уравнения 


хах-- уду--242=0, 


интеграл которого 
ии, 


есть любая из сферических поверхностей, центр кото- 
рой находится в начале; все эти поверхности отли- 
чаются между собой только радиусом с, который по- 
стоянен для каждой из них. 

Уравнения в настных диференциалах обладают боль- 
шей общностью: им присуще свойство выражать обра- 
зование кривых поверхностей независимо от кривых, 
которые направляют движение образующих; таким об- 
разом геометрическое место одного из таких уравне- 
ний есть любая из поверхностей некоторой бесконеч- 
ной последовательности, причем эти поверхности об- 
разуются одним и тем же способом, но различаются 
между собою кривыми, при помощи которых они но- 
рождаются. Например уравнение 


ру—9х=0, 
интеграл которого 


и 


принадлежит не только, как предыдущее, поверхностям 
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всех сфер произвольного радиуса, центры которых 
находятся в начале, и даже не только всем сферам про- 
извольного радиуса, центры которых лежат на оси 2, 
но также и всем поверхностям вращения вокруг оси =, 
какова бы ни была образующая кривая. 

Следовательно, то, чем поверхности, которым при- 
надлежит одно и то же уравнение в частных диферен- 
циалах, отличаются друг от друга, есть нечто гораздо 
более значительное, чем то, что отличает друг от друга 
геометрические места некоторого уравнения в обыкно- 
венных диференциалах. И тем не менее они имеют то 
общее свойство, что все они могут быть рассматри- 
ваемы как геометрические места бесконечных рядов 
кривых линий, имеющих одно и то же уравнение 
в обыкновенных диференциалах и, следовательно, от- 
личающихся друг от друга только параметрами; отли- 
чие этих поверхностей друг от друга состоит в том, 
что для одной из них ряд этих кривых отличен от 
ряла кривых второй. Например, все поверхности вра- 
щения вокруг оси 2 представляют собою геометриче- 
ские места ряда окружностей, центры которых нахо- 
дятся на оси, плоскости которых перпендикулярны к 
этой оси и которые отличаются между собою только 
радиусами; и отличие этих поверхностей друг от друга 
состоит в том, что этот ряд для одной из них отли- 
чается от рядов [служащих для образования] всех 
пругих поверхностей 

Именно этой кривой, из которой, так сказать, со- 
ставлены все эти поверхности, образованные по одному 
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и тому же закону, следовало бы дать имя образующей; 
но это слово уже употреблялось в смысле, не всегда 
совпалавшем с вышеуказанным, поэтому я счел необ- 
ходимым пользоваться новым словом и назвал эту кри- 
вую характеристикой*). 

Уравнения в частных диференциалах высших по- 
рядков могут иметь несколько характеристик; вообще 
их имеется столько, сколько имеется различных коли- 
честв, из которых составлены произвольные функции. 
Но я намерен возвратиться к этому вопросу в спе- 
циальном мемуаре, ему посвященном, когда рассмотре- 
ние этого вопроса облегчится после предварительного 
рассмотрения болышего числа способов образования 
поверхностей *). 

Я показал, что если дано некоторое уравнение 
в частных диференциалах первого порядка в пере- 
менных х, у, 2, р, 9 и если мы, диференцируя его 
в обыкновенных диференциалах, получим результат 
в виде: 


Хах-- Уау- 242-- Рар{+ 944==0, 
то уравнения 
Рау— дах =0, 
(Х-Р2) 49 — (У-| 42) ар==0, 


принадлежат оба характеристике поверхности, вы- 
раженной при помощи исходного уравнения. Но 
если мы продиференцируем уравнение рассматри- 
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ваемой поверхности, то найдем: 

Хх 9) Е р(2— рх— 9), 

Ту (1 р +9) +9 (2 — рх— 95), 

= 21-9") —(=— рх— 9), 

Р=р(м у 2—4?) -- х(2—рх— 9), 

9 = 9 (ху 2 — а?) у(ё —рх— 4). 
Если мы подставим эти выражения *) в два общие урав- 
нения характеристики, они обратятся в следующие: 

— С- 92) ах -{ (х- рг)ау- (9х — ру) а2-= 0, 
— 0 - 92) ар + (Хх р-) 44=0. 
Теперь положим для краткости 
У-+ 42 


— —_@, 
94 — РУ 
х-- 22 —=8 

В 1 
9х--ру 


что лает: 
ах-- Ву 2=0, ар 9 —1-=0. 


и введем эти сокращения в уравнения характеристики; 
они примут следующий вид: 
а4ах-|-В4у- 4г==0, аар-- 844 =0. 

Но эти два уравнения получаются в результате ди- 
ференцирования предшествующих в предположении, 
что а и В рассматриваются как постоянные; они могут 
иметь место одновременно с прелшествующими лишь 
в том случае, если одновременно имеют место урав- 
нения, подученные диференцированием первых двух в 
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предположении, что а и 3 являются единственными пере- 
менными. Таким образом будем также иметь уравнения: 


хаа-|- уаВ=0, раа-- 948 =0, 
которые приводят к следующему диференциальному 
езультату: 
роет 4а=0, 48==0. 
Следовательно, на рассматриваемой поверхности для 
одной н той же характеристики оба количества @ и В 


являются оба постоянными, и мы имеем В = фа. 
Отсюда следует, что уравнение характеристики 


аах + Вау-|- 42=0 
есть уравнение плоскости, интеграл которого в силу 
принятых выше сокращений есть не что иное, как 


ах Е Ву 2==0; 
следовательно, характеристика есть плоская кривая, 


плоскость которой всегда проходит через начало. 
Если мы сравним уравнение плоскости характеристики 


аах {Вау 42 =0 
рахРаау— 42=0, 


т. е. с уравнением элемента кривой поверхности, ко- 
торый мы предполагаем плоским, то будем иметь в силу 


уравнения 


что эти две плоскости всегда перпендикулярны; следо- 
вательно, плоскость характеристики всюду нормальна 
к кривой поверхыости. Из этого мы должны заклю- 


с уравнением 
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чить: 1} что кривая поверхность образована пло- 
ской кривой постоянной формы, плоскость которой, 
всегда проходя через начало, катится по конической 
поверхности, вершина которой находится в начале; 
2) что так как плоскость характеристики содержит 
все нормали к описываемой поверхности, которые 
прохолят через различные точки этой кривой, то 
она является одной из линий кривизны поверхности. 

Это последнее заключение может быть непосред- 
ствеино получено аналигически, ибо для одной и той 
же характеристики имеем: 

аар-- 844 —0; 
но так как имеем одновременно 4а==0 и 48=0, 
то также будем иметь: 
ааВ — В 4а==0; 
исключая а и В из этих двух уравнений, получим 
уравнение *): 
даар -- аВаа=0; 

подставляя в него вместо 4а и 4В их выражения*), по- 
лученные диференцированием а и В, будем иметь урав- 


а  пра(у 92) = 9а(ж- ра); 
оно представляет собою общее уравнение линий кри- 
вИЗны, следовательно, одиа из двух линий кривизны 
поверхности всегда плоская, и плоскость ее всегда 
проходит через начало. 

До сих нор, говоря о характеристике, мы рассматри- 
вали только уравнение плоскости, которая ее содержит. 
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Оно не определяет характеристику, и для того чтобы 
эта кривая была определена, нужно присоединить к 
этому уравнению еще уравнение описываемой поверх- 
ности, на которой характеристика находится; но и тогда 
еще она не была бы определена отвлеченно, поскольку 
мы будем рассматривать ее в этом случае как инли- 
видуум ряда |линий], геометрическим местом которого 
является описываемая поверхносзь*). Но если мы 
возьмем три следующие уравнения: 
ен уе- 22 — а) 1-9) =@—рх— 95), 
— (+ 92) ах -{ (х - р) 4% + (9х — ру) 42 =0, 
42==рах--94у, 
из которых первое есть уравнение поверхности в част- 
ных диференциалах, второе — уравнение плоскости 
характеристики и третье служит для определения ко- 
личеств р ид, и если из этих трех уравнений исклю- 
чим ри 9, то уравнение в обыкновенных пиференциалах 


(х ах + у4у-{ 242)? — а? (4х? - ау? -|- 422), 
которое мы получим, будет уравнением характеристики, 
рассматриваемой отвлеченно и независимо от соотно- 
шения, которое должно ‚существовать между этой кри- 
вой и кривыми к ней бесконечно близкими для того, 
чтобы образовался рял, который должен, так сказать, 
составить описываемую поверхность *). 

Если бы уравнение в частных диференциалах было 
линейно относительно р и 4, то таким приемом мы 
нашли бы для характеристики два уравнения в обык- 
новенных диференциалах, из которых можно было бы 
26 г. монж. 
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найти таковые же уравнения проекций характеристики 
на три плоскости х, у, 2. Если же уравнение в част- 
ных диференциалах имеет более высокую степень, 
то характеристика имеез только одно не принадлежащее 
поверхности уравнение в обыкновенных диференциа- 
лах. Однако, хотя это уравнение и единственно, оно 
не в меньшей мере определяет некоторое отвлеченное 
свойство характеристики, выражая, например, в данном 
случае, что характеристика является кривой, все нор- 
мальные плоскости которой отстоят на расстоянии, 
равном а от начала. 

Действительно, пусть х, у, =— координаты точек 
некоторой кривой, рассматриваемой в пространстве, 
илх!, у' 2 — координаты [точек] плоскости, нормаль- 
ной к кривой в этой точке; уравнение этой нормаль- 
ной плоскости получим, диференцируя уравнение: 

(Рф У (2 — 2) = сопмаще, 


оставляя при этом неизменными х’, у', 2', что дает для 
этой плоскости: 


(х— 2!) @х 4 (у—у) ду (2—2) 42==0, 


мах у! ду-{ 2! 42 = хах + уду-- 242. 
Но известно, что если уравнение плоскости есть 
Ам + Ву + Са =, 
то квадрат расстояния этой плоскости от начала равен 


02 
А? -- В? 4 ©? > 


или 
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Далее, мы имеем в данном случае: 


А —=ах, 
В = ау, 
С = а->, 


Р=хах|-уду № 2а2. 


Следовательно, квадрат расстояния нормальной пло- 
скости от начала будет: 


(хах - уду- 242}, 
а ау’ -- 42 ’ 

поэтому уравнение кривой, для которой это расстоя- 
ние ностоянно и равно а, имеет вид: 


(хах-Е уду-| 2 42)? == а? (4х? -- 4? -р 427), 


т. е. это есть то же уравнение, которое мы нанли 
для характеристики, рассматриваемой отвлеченно. 


ОБ УРАВНЕНИИ В ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФЕРЕН- 
ЦИАЛАХ РЕБРА ВОЗВРАТА, ПОЛУЧАЮЩЕГОСЯ 
ПРИ ОБРАЗОВАНИИ ПОВЕРХНОСТИ. 


Мы видели, что поверхность, которой принадлежит 
уравнение в частных диференциалах, описывается дви- 
жением плоской кривой, пяоскость которой катится 
по некоторому конусу, вершина которого находится 
в начале: таким образом две последовательные харак- 
теристики, находящиеся на одной поверхности, пере- 
секаются в некоторой точке, и геометрическое место 
всех этих иересечений для ряда характеристик одной 
26+ 
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и той же поверхности представляет собою кривую, 
которая является ребром возврата поверхности. Эта 
кривая, которой касаются все характеристики поверх- 
ности, не имеет ни одного элемента, который не сов- 
падал бы с каким-либо элементом одной из характе- 
ристик и для которого нормальная плоскость не сов- 
падала бы с нормальной плоскостью характеристики, 
касающейся ее в этой точке. Эта кривая также обла- 
дает, следовательно, тем свойством, что все ее 
нормальные плоскости находятся на расстоянии 
а от начала; следовательно, уравнение ее также 
имеет вид: 


(хах Руду | 242)? == а? (4х? { ау | а2)*). 


Если бы все характеристики, которым принадлежит 
это уравнение, лежали на одной и той же индиви- 
дуальной поверхности, то ребро возврата, которое их 
всех касается и которому также принадлежит то же 
уравнение в обыкновенных диференциалах, являлось 
бы особым интегралом этого уравнения, и это ребро 
было бы единственным; но все характеристики, лежа- 
щие на одной и той же индивидуальной поверхности, 
составляют лишь один ряд, выбранный из всех суще- 
ствующих в пространстве кривых этого рода; таких 
рялов может существовать столько, сколько сущест- 
вует конических поверхностей, которые имеют вер- 
шины в начале и по которым может катиться произ- 
водящая плоскость. Каждый из этих рядов будет иметь 
сво: особое ребро возврата, которому будет принал- 
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лежать то же уравнение. Следовательно, число ребер 
возврата, выражаемых этим уравнением, бесконечно *). 
Легко также видеть, что в рассмагриваемом нами случае 
(и это будет верно и вообще) характеристика, для ко- 
торой ребро возврата представлялось сначала только гео- 
метрическим местом особого интеграла, сама является 
лишь частным случаем ребра возврата, рассматривае- 
мого вообще; ибо она есть не что иное, как то, 
во что обращается это ребро, когда коническая 
поверхность сводится к плоскости, проведенной че- 
рез начало *). 

Уравнение 


(хах Туду + 242) == а? 4х?-|- ау? 4 427) 


(и так же обстоит дело со всеми уравнениями в 
обыкновенных диференциалах, не принадлежащими 
поверхностям) допускает таким образом различные ин- 
теграции. Если мы ставим себе целью найти только 
характеристики, то два интегральные уравнения будут 
пополнены тремя независимыми произвольными по- 
стоянными; но если наша цель — иметь ребра возврата, 
то эти произвольные количества не будут уже посто- 
янными; два из них представляют собою произволь- 
ные функции третьего, и эти две функции являются 
производными одна от другой *); мы видим, следова- 
тельно, что первый из этих интегралов представляет 
собою только частный случай второго. Но я возвра- 
щусь к общему рассмотрению этих вопросов в ме- 
муаре, мною обещанном. 
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ИНТЕГРИРОВАНИЕ УРАВНЕНИЯ В ОБЫКНО- 
ВЕННЫХ ДИФЕРЕНЦИАЛАХ 
(хах-- уау-| 242} = а* (ах {+ а? | 42?) 

В ПРЕДПОЛОЖЕНИИ, ЧТО ОНО ПРИНАДЛЕЖИТ 
СТВЛЕЧЕННО ВЗЯТОЙ ХАРАКТЕРИСТИКЕ. 
Мы знаем, что характеристика расположена в про- 

ходящей через начало плоскости, уравнение которой 

может быть представлено в виде: 


ах + Ву-+- ==0, 
где а и В постоянные для каждой индивидуальной 
кривой. Далее положим для краткости 
эу 2 =и;; 
очевидно, что если из этих двух уравнений опрелелим 
значения х, у, 4х, Ву, и затем подставим их в предложен- 
ное уравнение, то будем иметь уравнение в обыкновенных 
диференциалах между двумя только переменными и, 2. 
Диференцируя и находя значения ах и 4у, получим: 
ах (Вх — ау) = Види (у— Вг) 4, 
4у (Вх — ау) = — аиди-| (х — аг) а; 
полагая для краткостн 
терм, 
получим: 
(ах? -- ау? -| 42?) (Вх — ау)? — #? (и 42 — гаи) -|- 
-- ди? [и? (22 В?) — #227]. 
Из тех же уравнений мы получим: 


(5 — дури? (08 | В) — #22, 


ПРИЛОЖЕНИЕ АНАЛИЗА К ГЕОМЕТРИИ 407 


Такнм образом будем иметь: 
12 шаг — 2 аи? 
2 2—4? ь _. 
4х? -|- 4у? | а2?== 4и зе) ма; 
подставляя в предложенное уравнение, получим: 


2__ 2 12 481 (Шаг — 244}. 
(и а?) 4и = ети а; 


й 
или, положив = —®, получим уравнение: 


ду — в? ий 45 
и ое’ 
в котором переменные разделены и интеграл которого 
будет: 


} +" 


где у— произвольное постоянное, введенное интегри- 
рованием. Таким образом, снова подставляя вместо и 
и 9 их выражения, мы получаем в конечных количе- 
ствах два уравнения характеристики, рассматриваемой 
отвлеченно: 


ЕВ | & 
И — а*=а у с0$.-.- + агс. с0$. 


ое р 


а 
атс. 60. 
—_—_—__ ума 
3 ей = я 
Ум —@=а т т, 


-{ зо. с0$. 
Умру 


ах + Ву ==0*); 
эти уравнения пополнены тремя произвольными по- 
стоянными 9, В, 1. 


Первое из этих уравнений сложно и не дает про- 
стого представления © природе кривой. Чтобы изу- 
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чить эту кривую, мы будем рассматривать ее в ве 
собственной плоскости. Пусть из какой-либо точки 
кривой опущен перпендикуляр на пересечение пло- 
скости кривой с плоскостью х, у; назовем этот пер- 
пендикуляр через У, а через Х-- расстояние его осно- 
вания от начала. Легко видеть, что мы булем иметь: 
ие у: 
й 


з 


Ее 
с другой стороны, очевидно, имеем: 
ж-|- у- 2 — №? -|- у. 
Подставляя эти значения в интегральное уравнение, 
придадим ему следующий вид: 


У { . В ры . а о } 
-- 2 =а фагс. соз ЕЯ 19° с05 ЕР 


++ 


Но это уравнение представляет собою уравнение 
эвольвенты круга, радиус которого равен а и центр 
которого находится в начале; постоянное у опреде- 
ляет начало развертывания; далее, изменение значе- 
ния ‘, переносящее начало развертывания, вызвало 
бы только поворот кривой в ее плоскости вокруг ее 
центра, но не изменение ее формы. Следовательно, 
характеристика есть эвольвента круга, радиус которого 
равен а и центр которого находится в начале, како- 
во бы ни было определяемое двумя произвольными 
количествами а и‘) положение плоскости характеристики 
и каково бы ни было положение, которое она занимает 
в своей плоскости, вращаясь вокруг центра; это положе- 
ние определено третьим произвольным количеством \. 
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Если мы теперь будем считать, что три постояи- 
ные а, В, | способны каждое в отдельности прини- 
мать всевозможные значения, то будем иметь все 
кривые, ряды которых будут иметь геометрическими 
местами поверхности, которыми мы занимаемся в этом 
параграфе. Чтобы образовать один из этих рядов, нужно 
установить между тремя постоянными а, В, '] два усло- 
вия, в силу которых эти постоянные сведутся к одному 
из них; результат исключения этого последнего коли- 
чества из двух интегральных уравнений даст в перемен- 
ных х, у, = уравнение поверхности, которая будет 
геометрическим местом этого индивидуального ряда *). 

Если бы мы хотели образовать этот ряд наиболее 
произвольным способом, то следовало бы положить 
В==фа, у=фа и в результате исключения а из 
двух уравнений: 
атс. соз. | 

Иж у 
+ 
ИТ 1+2 + #2 
-Рагс. с0$. В ЕЕ АЕ 
| ИУ -2 ив) 


ах а -- 2—0 


мы получили бы в переменных х, У, 2 уравнение поверх- 
иости, образованной движением эвольвенты круга, ра- 
диус которого равен @ и центр которого находится 
в начале; при этом плоскость кривой двигалась бы 
произвольным образом вокруг начала, а сама кривая 
постоянной формы двигалась бы произвольным обра- 
зом в своей плоскости, вращаясь вокруг начала. 


унии =а 
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Но эта поверхность, уравнение которой содержит 
две произвольные функции ф и Ф, является более 
общей, чем та поверхность, которой мы занимаемся 
и для которой из двух подлежащих установлению 
соотношений между постоянными а, В, у лишь одним 
можно располагать по произволу, другое же должно 
быть выведено из существа вопроса. Действительно, 
мы видели, что плоскость характернстики должна 
быть всюду нормальна к поверхности; следовательно, 
если рассматривать характеристику как образующую, 
то точки этой кривой должны двигаться так, чтобы 
направления их движения были всюду перпендику- 
лярны к плоскости характеристики; следовательно, 
спираль должна оставаться неподвижной в ее собст- 
венной плоскости; следовательно, две последователь- 
ные спирали должны друг друга пересекать на каждой 
из своих ветвей; следовательно, наконец, вид функ- 
ции ф не является произвольным и должен быть опре- 
делен так, чтобы выполнялось это условие, 


ИНТЕГРИРОВАНИЕ ТОГО ЖЕ УРАВНЕНИЯ В 
ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФЕРЕНЦИАЛАХ 
(хах -- уду-|- 242) == а? (ах? -- ау? + 42?) 
В ПРЕДПОЛОЖЕНИИ, ЧТО ОНО ПРИНАДЛЕЖИТ 
РЕБРАМ ВОЗВРАТА. 

Ребро возврата представляет собою кривую, кото- 
рой касаются все характеристики одного и того же 
ряда; этот ряд должен быть, следовательно, образо- 
ван так, чтобы две последовательные характеристики 
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пересекались; следовательно, функция Ф не должна 
быть произвольной, и задача состоит в том, чтобы 
определить ее вил. Но при сохранении введенных 
выше сокращений уравнения характеристики, рассмат- 
риваемой как часть некоторого ряда, имеют вид: 


Ув-—т=а {ве соз. д ас. со5. иеа} ‚ 


= 
ры: 


точка касания этой кривой с ребром возврата есть та 
точка, для которой в этих уравнениях х, у, 2 остаются 
неизменными, когда @ изменяется; следовательно, если 
мы продиференцируем эти два уравнения, считая а 
единственным переменным, что дает: 


а(а +92) +0 
ета У р (2 9) — 2 
хр! = 


то мы будем иметь четыре ‘уравнения, в которых х, 
у, 2 являются коордннатами точки ребра возврата. Сле- 
довательно, если из этих четырех уравнений исключить 
х, у, 2, то результирующее уравнение относительно 
ф, ф’и а будет уравнением, которое послужит для 
определения такого вида. функции $, чтобы две 
последовательные характеристики пересекались; но из 
второго и четвертого уравнений мы получаем: 


х(ф — 99!) = 29, 


У(ф— 99) = — 2, 
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и, следовательно, 
а _ ТЕ (фай. 


о бо 
подставляя это выражение в третье уравнение, будем 
иметь: 


а(ф — ау’) Кб 
ЯГЕВЕЕ + 


и, следовательно, определим вид функции Ф: 


ей ее ___ @- 94) 
(е- УТ+аЧя, 


после подстановки этого выражения в первое уравне- 
ние делается излишним четвертое, и ребро возврата 
будет выражено тремя уравнениямн: 


#2 ная 
Ура = аш. соз. = ++ агс. со5. } —а © — 24 


пу (и) я’ 
ах |- ур ==0, 
х у’ = 0. 


Итак, два уравнения ребра возврата получатся в ре- 
зультате исключения неопределенного количества @а 
из трех предшествующих уравнений. 

Этот результат, пополненный произвольной функ- 
цией $, ее производиой ф' и абсолютным постоянным А, 
содержащимся под знаком интеграла, является полным 
интегралом уравнения в обыкновенных диференциалах: 


(хах -| уйу-- 242)? = а? (4х? -|- 4у? -| 427), 


а интеграл, который мы нашли ранее, считая это 
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уравнение принадлежащим характеристикам, хотя ов 
и пополнялся тремя произвольными постоянными &@, 
В, у, был лишь частным решением этого уравнения *). 


ИнтвГРИРОВАНИЕ УРАВНЕНИЯ В ЧАСТНЫХ 
ДИФЕРЕНЦИАЛАХ 


ну — 08) 1-9) = (2—2 — 95)". 


Мы видели, что поверхность, которой принадлежит 
уравнение в частных диференциалах, представляет 
собою геометрическое место ряда характеристик, обра- 
зованных таким образом, что две из этих последова- 
тельных кривых пересекаются; но мы нашли в прелы- 
дущем разделе вид, который должна иметь функция ф 
для того, чтобы это условие выполнялось; два урав- 
нения некоторой характеристики, рассматриваемой в ка- 
честве члена одного из таких рядов, будут следующие: 


й= ’ 
сто а И ($—аф’) аа 
У—м= ато. с05. -{ агс. с03. ву } а \ ера в , 
ах Рух + 2==0, 


где произвольная функция ф определяет природу 
ряда, аа, являющееся постоянным для каждой харак- 
теристики, определяет каждую отдельную кривую 
этого ряда. Следовательно, интеграл уравнения в част- 
ных диференциалах (или уравнение геометрического 
места ряда) должен быть результатом исключения а 
из двух предыдущих уравнений. Этот интеграл, как мы 
видим, пополнен и произвольной функцией фи абсо- 
лютным постоянным А, вводимым интегрированием. 
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СВОЙСТВА ПОВЕРХНОСТИ, ОТНОСЯЩИЕСЯ 
К КВАДРАТУРЕ ЕЕ ПЛОЩАДИ И К КУБАТУРЕ 
ПРОСТРАНСТВА, КОТОРОЕ ЕЮ ОГРАНИЧЕНО. 


Если мы рассмотрим зону поверхности, заключен- 
ную между двумя последовательными положениями 
образующей, то очевидно, что площадь этой зоны 
будет равна сумме произведений элементов произво- 
дящей дуги на пробегаемое каждым из них простран- 
ство, а так как направление движения каждой точки 
перпендикулярно к двум последовательным плоскостям, 
то эта площадь будет равна моменту производящей 
дуги отйосительно следующей плоскости или произ- 
ведению этой дуги на пространство, пробегаемое ее 
центром тяжести. Так как то же самое должно иметь 
место для всех последовательных зон, то очевидно, 
что пространство, пробегаемое какой-нибудь дугой обра- 
зующей, заключенное между двумя последовательными 
положениями производящей плоскости, равно произведе- 
нию этой дуги на дугу, пробегаемую центром еетяжести. 

Легко видеть, что то же самое верно и по отно- 
шению к кубатуре пространства, пробегаемого каким- 
нибудь сегментом образующей. 

Эта поверхность, так же как и все поверхности 
вращения, обладает этим свойством лишь потому, что 
они представляют собою частные случаи более общей 
поверхности, образованной движением некоторой пло- 
ской кривой, плоскость которой катится по какой- 
либо развертывающейся поверхности; этой поверхно- 
стью мы займемся в одном из следующих параграфов *). 
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$ хх 


О КРИВОЙ ПОВЕРХНОСТИ, ВСЕ НОРМАЛИ КОТОРОЙ 
Я ВЛЯЮТСЯ КАСАТЕЛЬНЫМИ К КОНИЧЕСКОЙ ПОВЕРХ- 
НОСТИ ПРОИЗВОЛЬНОГО ОСНОВАНИЯ. 


ОБРАЗОВАНИЕ ПОВЕРХНОСТИ. 


Рассмотрим коническую поверхность произвольного 
основания, которой должны касаться все нормали ис- 
комой поверхности; представим себе какую-нибудь из 
касательных плоскостей к этой конической поверх- 
ности; эта плоскость будет касаться поверхности по 
некоторой прямой, проходящей через веритину. Рас- 
смотрим затем ряд нормалей к искомой поверхности, 
которые касаются конической поверхности в раз- 
личных точках этой прямой; очевидно, что все эти 
нормали будут расположены в плоскости, касательной 
к конусу. Отсюда следует: 1) что эта пло- 
скость будет нормальна к искомой поверхности во 
всех точках своего с ней пересечения; 2) что само 
это пересечение будет одной из линий кривизны по- 
верхности, так как нормали к поверхности в различ- 
ных точках этой кривой последовательно пересекаются. 
Предположим, что эта нормальная к искомой поверх- 
ности плоскость совершает бесконечно малый поворот 
вокруг прямой касания её с конусом (во время этого 
движения она остается касательной к конусу) и что 
она увлекает за собой ту кривую, по которой она 
вначале пересекала поверхность. Тогда все точки 
кривой будут двигаться перпендикулярно к плоскости, 
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и ясно, что эта кривая не покинет поверхности и что 
во втором своем положении она все еще будет ли- 
нией пересечения той же поверхности с плоскостью, 
в которой теперь будет лежать кривая. Следовательно, 
можно считать, что зона, содержащаяся между двумя 
последовательными плоскостями, образована враще- 
нием некоторой плоской кривой постоянной формы 
вокруг одной из образующих конической поверхности. 
Но то, что было сказано об одной из зон, можно 
последовательно повторить ‚относительно всех других, 
имея при этом в виду, что по мере того как по- 
движная плоскость меняет свое положение, оставаясь 
касательной к поверхности конуса, меняется и поло- 
жение оси вращения, и вращение в каждый момент 
происходит вокруг той прямой, по которой плоскость 
касается в этот момент конической поверхности. 
Следовательно, можно считать, что искомая поверх- 
ность образована движением некоторой плоской кри- 
вой постоянной формы, плоскость которой катится 
по конической поверхности произвольного основания. 
При этом способе образования поверхности на- 
правление движения каждой точки образующей посто- 
янно нормально к подвижной плоскости и, следова- 
тельно, перпендикулярно к образующей, каково бы 
ни было положение этой последней. Но мы видели, 
что образующая представляет собою линию одной из 
кривизн образуемой поверхности; следовательно, кри- 
вые, пробегаемые всеми точками образующей, явля- 
ются линиями второй кривизны. Но в продолжение 
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всего движения плоскости каждая точка образующей 
не меняет своего расстояния от вершины конуса; 
описываемая ею кривая лежит таким образом на по- 
верхности некоторой сферы, центр которой нахо- 
дится в вершине. Итак, поверхность, которую мы 
рассматриваем, такова, что все линии одной из ее 
кривизн находятся в касательных плоскостях к кони- 
ческой поверхности, а все линии другой из ее кривизн 
расположены на поверхностях концентрических сфер, 
общий центр которых находится в вершине конуса. 
Так как образующая ‘не имеет никакого движения 
в своей плоскости, когда эта плоскость при перехоле 
из некоторого положения в бесконечно близкое вра- 
щаелся вокруг одной из образующих конуса, то 
точка, в которой образующая пересекает сторону 
конуса, касаясь его поверхности, не имеет никакого 
движения и продолжает оставаться на этой кривой 
и тогда. когда кривая переходит в следующее поло- 
жение; две последовательные образующие пересе- 
каются таким образом в некоторой точке поверхно- 
сти конуса, и геометрическое место всех этих точек 
последовательных пересечений, представляющее собой 
кривую, начерченную на поверхности конуса, явля- 
ется ребром возврата образуемой поверхности; все 
полости этой поверхности встречают выпуклую 
поверхность конуса по ребру возврата и затем отра- 
жаются от нее, так что ни одна из них не входит 
в пространство, к которому поверхность конуса обра- 
щена своей вогнутостью. 
27 г. Монж. 
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Коническая поверхность является, очевидно, гео- 
метрическим местом центров кривизны, линии кото- 
рых лежат на сферах. Так как ребро возврата нахо- 
датся одновременно на конической поверхности и на 
описываемой поверхности, то отсюда следует, что 
для всех точек этой кривой один из двух радиусов 
кривизны поверхности равен нулю; и этот радиус 
является радиусом той кривизны, линии которой 
лежат на сферах. 

Только что изложенный нами способ образования 
поверхности является, быть может, наиболее простым 
для восприятия, однако его аналитическое выра- 
жение не приводит непосредственно к результату 
столь же простому, как аналитическое выражение 
другого способа образования, которым мы сейчас и 
воспользуемся. 

Представим себе, что в подвижной плоскости че- 
рез вершину конуса, которая всегда лежит в этой 
плоскости, проведена прямая, не изменяющая своего 
положения относительно образующей; будем относить 
образующую в продолжение всего ее движения к этой 
прямой как к подвижной директрисе *); очевидно, что 
при изменении положения производящей плоскости, 
расстояния от одной и той же точки образующей до 
директрисы н до вершины конуса остаются неизмен- 
ными. Директриса своим движением образует дру- 
гую коническую поверхность, которая будет иметь 
ту же вершину, что и первая, и к которой подвиж- 
ная плоскость будет всегда нормальна. Эта втерая 
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коническая поверхность будет зависеть от первой, 
которая служит для нее эволютой; таким образом, если 
бы уравнение первой было определенным, то уравнение 
второй можно было бы получить при помощи интегриро- 
вания. Но если первую коническую поверхность мы 
будем считать произвольной, то вторую, которая, 
следовательно, также будет пронзвольной, мы могли 
бы в свою очередь считать независимой и ее только и 
рассматривать при образовании поверхности. Таким 
образом мы можем также считать, что искомая поверх- 
ность образуется движением некоторой плоской кри- 
вой, директриса которой пробегает поверхность ко- 
нуса с произвольным основанием и плоскость кото- 
рой постоянно нормальна к конической поверх- 
ности, причем кривая в своей плоскости остается 
неподвижной. 

Отсюда следует, что искомая поверхность является 
резной поверхностью *), нарезка которой нанесена на 
коническую поверхность с произвольным основанием; 
профиль этой нарезки, произвольный, но постоян- 
ный, расположен всегда в плоскости, нормальной 
к конической поверхности и находится на одном 
и том же расстоянии от ее вершины. 


УРАВНЕНИЕ ПОВЕРХНОСТИ ‘В КОНЕЧНЫХ 
КОЛИЧЕСТВАХ. 


Применяя второй способ образования поверхно- 
сти, мы видели, что для всех точек одной и той же 
линии второй кривизны, т. е. кривой, описываемой 
27* 


420 ТАСПАР МОНЖ 


одной и той же точкой образующей, расстояния этих 
точек как до конической поверхности, так и до вер- 
шины конуса остаются неизменными; очевидно, что 
при переходе от одной линии этой кривизны к дру- 
гой линии той же кривизны оба расстояния изменя- 
ются. Эти две величины, которые для различных 
точек образуемой поверхности будут одновременно 
постоянными и одновременно переменными, являются, 
следовательно, функциями одна другой. 
Предположим, что вершина конуса находится в на- 
чале, и обозначим через х, у, = координаты точки обра- 
зуемой поверхности, а через х’, у’, г’ — координаты 
основания перпендикуляра, опуценного из этой точки 
на коническую поверхность; тогда квадрат расстояния 
ог точки до вершины конуса будет х?- у? 2, 
а квадрат расстоян.я точки до конической поверх- 
ности будет (х— хх") + (у— у) - (2 — 2/2; следо- 
вательно, будем иметь уравнение поверхности: 
(ху У (ее ру 2), 
в котором функция ф произвольна и остается только 


найти значения х', у’ и &'. 
Известно, что общее уравнение конической поверх- 


ности, вершина которой в начале, есть 3 =з(=) ь 
2 2 


где ф—— произвольная функция; или, если обозначить 
через а количество, находящееся под знаком функ- 
ции, то это уравнение есть результат исключения 9 
из двух уравнений: 

х=2а, у=гфа. 
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Так как основание перпенднкуляра находится на 
конической поверхности, то мы будем иметь между 
его тремя координатами два следующие уравнения: 

ж— а, у =2, 
и квадрат нерпендикуляра будет: 
(х— 27а) | (у— 2 (2—2). 

Но так как этот перпендикуляр является пийти- 
п’ом, то его величина не лолжна изменяться ни В том 
случае, когла мы будем изменять только 2', ни в том 
случае, когда мы будем изменять только @; следова- 
тельно, выражения, полученные диференцированием 
этой величины, последовательно взятые в предполо- 
жении, что 2’ и а являются единственными перемен- 
НЫМИ, ДОЛЖНЫ равняться нулю; это дает два уравнения: 


(ха (у 2фе-2-— 2 =0, 
(х— га) | (у— 2%) 9 ==0. 
Следовательно, будем иметь между тремя координа- 


тами х', у’, 2! четыре уравнения. Определяя из первых 
трех значения этих координат и полагая для краткости 


ахуе = м, 1+ фт, 
будем иметь: 

хр — Ма, У?— Мф, 212= М. 
Подставляя эти выражения в уравнение поверхности 
и раскрывая его, получим: 


М 
ху 2 — р == 62 + У -- 2); 
и так как функция ф, являясь произвольной, погло- 
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щает *) количество х? -|- у? -{ 22, находящееся в первой 
части, то это уравнение примет вид: 


ме - я + 2) 


НЛИ 
ак ИГУ. 


Но из четырех уравнений, которые мы имелнь между 
тремя координатами х’, у’, 2', мы употребили пока 
только три. Следовательно, если подставить вместо 
2' его значение в четвертое, то получим: 


М (а %%') 
ху =урауа» 


или в силу предыдущего уравнения получим: 

(арфе 2) 
Иетя 

это уравнение, которое также должно удовлетворяться, 

послужит для исключения @ из уравнения поверхности. 


Итак, уравнение образуемой поверхности есть ре- 
зультат исключения @ из двух следующих уравнений: 


аира ПЕ +, 


ани), 
Ув 


`% р = 


х-- уф! = 


Из этих двух уравнений легко видеть, что второе по- 
лучено диференцированием первого в предположении, 
что изменяется только 0; таким образом, если пред- 
ставить первое уравнение через №==0, то уравнение 


ПРИЛОЖЕНИЕ АНАЛИЗА К ГЕОМЕТРИИ 423 


поверхности получится в результате исключения @.из 
двух следующих: 


Отсюда следует, что образуемую поверхность можно 
считать огибающей пространства, пробегаемого поверх- 
ностью, уравнение которой будет первое из двух пре- 
дыдущих и которая движется в силу изменения пара- 
метра а. Но если рассматривать @ и фа как два независи- 
мые постоянные, что останавливает движение подвиж- 
ной поверхности, то первое из этих уравнений Л/ = 0 или 


ах ур + = -аа-еф(х ру 27) 


есть уравнение поверхности вращения; ось ее, голое 
жение которой определено двумя постоянными @ и 94, 
проходит через начало, расстояние же ее от начала 
не зависит от количества а*). Далее, если, как мы 
здесь предполагаем, количества & и фа, зависимые 
друг от друга, переменные, то, когда количество а 
изменяется, ось, уравнения” которой х=а2, у=2Фа, 
пробегает некоторую коническую поверхность, вершина 
которой находится в начале; следовательно, поверх- 
ность может быть образована третьим способом, кото- 
рый состоит_в следующем. 

Если некоторая поверхность вращения движется 
таким образом: 1) что ее ось, проходя всегда через. 
начало, описывает некоторую коническую поверхность; 
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2} что любая точка подвнжной поверхности не изме- 
няет расстояния от вершины конуса, то огибающая 
пространства, пробегаемого этой поверхностью, будет 
поверхностью, нами рассматриваемой. 

Этот третий способ образования, который можно 
было доказать и & рНоп, подтверждает справедлнвость 
уравнений, найденных нами выше. 


УРАВНЕНИЯ ДВУХ ЛИНИЙ КРИВИЗНЫ В КО- 


НЕЧНЫХ КОЛИЧЕСТВАХ. 


Если в двух уравнениях №М=0 и (4%) =о рас- 


сматривать количество а как произвольное постоянное, 
то эти два уравнения представляют собой уравнения 
образующей в том ее положении, которое определено 
постоянным для нее значением @. Следовательно, эти 
уравнения суть уравнеиия плоской линии кривизны, 
и легко убедиться, что они принадлежат плоской крь- 
вой, так как по исключении функции Ф мы получим 
уравнение плоскости. 


Но если количество а рассматривается как нео- 
пределенное переменное, которое должно быть устра- 
нено исключением, то два уравнения №=0 и 


АМ 

(° 0 сведутся к одному, которое будет уравне- 
нием образуемой поверхности; и так как линия второй 
кривизны находится на поверхности некоторой сферы 


с центром в начале, радиус которой, вообще говоря, 
переменный, остается постоянным для каждой индивя- 
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дуальной линии, то из этого следует, что первое 
уравнение сферической линии кривизны будет: 


ха 1 ря 22 =, 


а второе получится в результате исключения неопре- 
деленного количества а из двух уравнений: 


7 есть произвольное постоянное, определяющее инди- 
видуальную линию кривизны. 


УРАВНЕНИЯ РЕБРА ВОЗВРАТА В КОНЕЧНЫХ 


КОЛИЧЕСТВАХ. 


Мы только что видели, что уравнения образующей 


суть М=0 и («) =—0, в которых 2 есть постоян- 


ное, определяющее положение этой кривой. Следова- 
тельно, если мы продиференцируем эти уравнения, 
считая. @ единственным переменным, то х, у, 2, кото- 
рые будут содержаться в уравнениях, полученных 
диференцированием, будут принадлежать точке пере- 
сечения двух последовательных образующих, т. е., 
следовательно, точке ребра возврата; но из полученных 


диференцированием уравнений только одно будет но- 


аам 
вым, именно ( =) = 0; таким образом между тремя 
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координатами х, у, 2 точки ребра возврата мы будем 
иметь три уравнения: 


№М=0, 
ам 

а = 
аам 

(‘ш) -0 


из которых три координаты могут быть определены 
через значение произвольного постоянного а. 

Следовательно, уравнения кривой, представляющей 
собою геометрическое место всех точек, определенных 
подобным образом, т. е. уравнения ребра возврата, 
являются результатом исключения а из трех предылу- 
щих уравнений. 


О Двух УРАВНЕНИЯХ ПОВЕРХНОСТИ В ЧАСТ- 
НЫХ ДИФЕРЕНЦИАЛАХ ПЕРВОГО ПОРЯДКА. 


Если через некоторую точку кривой поверхности мы 
проведем касательную плоскость, то расстояние от 
начала до этой плоскости и расстояние от начала до 
точки касания вообще будут оба переменными. Но 
если точка поверхности движется, не сходя с одной 
и той же сферической линни кривизны и увлекая 
за собою плоскость, остающуюся при этом касатель- 
ной, то очевидно, что эти два расстояния будут 
постоянными; поэтому для рассматриваемой поверхно- 
сти эти две величины будут одновременно постоян- 
ными и одновременно переменными, т. е., следова- 
тельно, будут функциями одна другой, причем природа 
функции будет определена природой образующей, 
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Квадрат расстояния от начала до точки кривой 
поверхности равен х?-|- у?-|- 22; обозначая через х", 
у, 2 координаты [точек] касательной плоскости, 
получим уравнение этой плоскости в виде: 

'— рх' — ву ==2—рх— 9). 
Но известно, что если уравнение плоскости имеет вил 


Ах-- Ву-|- Сё= 0, 


то величина перпендикуляра, опущенного из начала 
на эту плоскость, есть 


2 


р . 
в настоящем случае имеем: 
А== —Р, 
В=— 4, 
С=—1, 
О =2=— рх— 9; 
следовательно, расстояние от начала до касательной 


плоскости будет: 
— рх— ду 


УТР-е, 
Выражая, что это количество есть произвольная функ- 
ция первого количества, мы получим одно из уравне- 
ний в частных диференциалах первого порядка: 


2— рх — ду УИТ-НР- 9? $ (м у?-|- 22), 
в котором функция Ф не тождественна функции Ф, 


входящей в интегральное уравнение, хотя одна из них 
н является производной *; от другой, 
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Перейдем теперь ко второму уравнению в частных 
диференциалах первого порядка. 

Для всех точек одной и той же образующей пло- 
скость, проведенная через начало и нормаль, остается 
неизменной, так как эта плоскость есть плоскость са- 
мой кривой, которую в этот момент мы считаем не- 
подвижной. Но уравнение плоскости, проведенной через 
начало и нормаль, в переменных х’, у’, 2’ имеет вид: 


—х (у-|- 92) + у’ (х- ра) -| 2' (9х — ру) =0; 


значит, для всех точек одной и той же образующей 
У- 42 ОЕ 
4х—Ру 4х РУ 
те же значения и меняются при переходе от одной 
образующей к другой. Эти два количества, являющиеся 
одновременно постоянными и одновременно перемен- 
ными для различных точек поверхности, являются, сле- 
довательно, функциями одно другого; поэтому второе 
уравнение образуемой поверхности в частных дифе- 
ренциалах первого порядка булет: | 

5: (2+) 

9х —руУ 9х —РУ 


два количества сохраняют одни и 


где фуикция Ф не тождественна той, которая обозна- 
чалась через Ф в конечном интеграле, хотя и является 
производной от нее. 

Это второе уравнение в частных диференциалах 
первого порядка может быть найдено из других со- 
ображений; они дадут то же уравнение в иной форме, 
© которой полезно познакомиться. 
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Из всего предшествующего следует, что поверх- 
ность центров одной из кривизн рассматриваемой 
нами кривой позерхности есть поверхность конуса 
с произвольным основанием, вериина которого нахо- 
дится в начале. Обозначим через х', у’, 2' координаты 
центра этой кривизиы; так как этот центр нахо- 
дится на нормали, то мы будем иметь между тремя 
количествами Хх’, у', 2 прежде всего два уравнения 
нормали: 


х-- ра ==х-Е р», 

У- 92 =У-9г. 
Далее, так как уравнение конической поверхности 
есть == (=) или, что то же самое, оно является 


результатом исключения 2 из двух уравнений х == га, 
у= га, то мы будем иметь между теми же коорди- 
натами еще два уравнения: 

х—=2а, у=2’ а. 


Наконец, точка поверхности должна лежать в пло- 
скости, которая касается конической поверхности в 
центре кривизны; уравнение этой плоскости есть 


—ж фу+{2(ф—а4') =0; 


если из этих четырех уравнений исключить три коли- 
чества х’, У, 2', то останутся лва следующие урав- 
нения в переменных х, у, 2: 


(х-- р) 3 — (у-аг а ах —ру==0, 
— м Ру 2($— 49) =0; 
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исключая ф из второго посредством первого, получим: 
(ж-| р2) ф — (У 42) а + ах — ру=0, 

(%- р2)ф' — (У 92) =0; 
второе уравнение в частных диференциалах первого 
порядка будет результатом исключения @ из двух 
предыдущих уравнений, в которых произвольная функ- 
ция ф отличается от функций, которые мы прежде 
обозначали через ф и Ф. 

Так как второе из этих уравнений получается ди- 
ференцировёнием первого в предположенни, что @ явля- 
ется единствеиным переменным, то поверхность можно 
считать огибающей пространства, пробегаемого той 
поверхностью, которой принадлежит первое из этих 
уравнений и которая изменяет свою форму и поло- 
жение в силу изменения параметра а. Эта подвижная 
поверхность есть развертывающаяся поверхность; она 
образована касательной к образующей и описана во- 
круг некоторой сферы, центр которой находится в на- 
чале; радиус же этой сферы, постоянный для поверх- 
ности, описываемой одной касательной, меняется при 
переходе к поверхности, описываемой другой; две та- 
кие последовательные поверхности пересекаются по 
одной из сферических линий кривизны главной по- 
верхности. Но довольно об этом вопросе, рассмотрение 
которого мы закончим следующим замечанием. 

Из двух уравнений, которые мы только что нашли, 
одно служит для исключения @ из другого; но ясно, 
что, после того как это исключение будет выполнено 
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(что можно будет сделать лишь тогда, когда будет 
определен вид функции 4}, в результирующем уравне- 
нии не останется никаких других количеств, кроме 
х + р м У- а9= 
9х — ру 4х — ру 
являются произвольными функциями одно от другого; 
это дает одно уравнение, совпадающее. с прежде 
найденным. 


; следовательно, два эти количества 


УРАВНЕНИЯ ПОВЕРХНОСТИ В ЧАСТНЫХ ДИФЕ- 
РЕНЦИАЛАХ ВТОРОГО ПОРЯДКА. 


Подобно тому как одно из уравнений в частных 
диференциалах первого порядка выражает свойства 
касательной плоскости или нормали к поверхности, 
уравнение в частных диференциалах второго порядка 
выражает свойства радиусов или линий кривизны. Но 
на рассматриваемой поверхности нам известны свой- 
ства двух ее линий кривизны; следовательно, мы можем 
получить уравнение во вторых диференциалах двумя 
различными способами; сначала рассмотрим сфериче- 
скую линию кривизны. 

Общее уравнение линий кривизны есть 


аУ?[(1 -{- 9?) — ра -- ах ау [(1- 9)" —@ ЕР) — 
— 4х? [(1 -|- р?) $ — ра" ==0. 
Для сферической линии кривизны имеем: 
хах-|- уау-|- 24г=9 


или 
(х-{- рг) ах - (у- 92) 4у=0. 
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Так как эти два уравнения принадлежат одной и той же- 
крнвой, то свойство поверхности выражается в том, 
а 
что значения т которые они дают, равны между со- 
бой. Следовательно, уравчение во вторых лиференциалах 
4у 


есть результат исключения Г’ из этих двух уравнений. 
Если положим для краткости 
а, 
Чх— РУ о фр т? 


что дает два уравнения: 


ах Ву--2=0, ар-|-89—1-=0, 


Чу 
ах 
нение во вторых диференциалах будет: 


(аг-|- 5) (В --9) = (а - 2) (5-84. 


Рассмотрим теперь плоскую линию кривизны; Мы 
знаем, что эта кривая расположена в илоскости, про- 
веденной через нормаль и начало; ее уравнение в пе- 
ременных х', у’, 2' будет: 


—х' (у- 92) Ну (х | ра) = (9х — ру) =0, 


диференциальное же ее уравнение 


— @х' (у-{ 92) | ау (х-- рг) + 42' (х — ру) =0. 


Но если на этой плоскости мы рассматриваем только 
линию кривизны, то координаты х’, У’, 2! становятся 
соответственно равными координатам х, №, 2 поверх- 


то результат исключения и, следовательно, урав- 
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ности; следовательно, будем иметь для любой плеской 
линии кривизны: 


— 4х (у- 42) Ь 4у(х { ра) 42 (4х — ру) ==0, 
или, подставляя вместо 42 его выражение рах-|- оду 
и применяя те же сокращения, что и выше, получим: 


(&фрах-- (3-9) 4у=0; 


| 
затем, подставляя отсюда. вместо я его выражение 


в общее уравиение линии кривизны, получим уравнение 
поверхности, которое, как и прежде, будет иметь вид: 


(аг + 85) (В -- 9) = (а-РЬ (а +В). 

Теперь мы приступим к исследованию этого уравне- 
ния во вторых диференциалах так, как если бы бно 
было результатом каких-либо других изысканий; мы 
найдем его интегралы различных порядков, и мы вы- 
ведем из него ‘чисто аналитически основные свой- 
ства поверхности, которой оно принадлежит. 


О хАРАКТЕРИСТИКАХ ПОВЕРХНОСТИ, КОТО- 
РОЙ ПРИНАДЛЕЖИТ УРАВИЕНИЕ ВО ВТОРЫХ 
ДИФЕРЕНЦИАЛАХ. 

Я показал, что если уравчение, полученное дифе- 
ренцированием некоторого уравнения в’частных дифе- 
ренциалах второго порядка в предположении, что пере- 
менными являются‘только количества г, $, &, имеет вид: 

Ю4-- 54$ Га! =0, 
то общее уравнение характеристик есть 
Ю ду? — $ ахау 1 Так? = 0; 


28 Г. Монж. 
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но в данном случае мы имеем: 


$=8(8 +9) —а(а + р, 
Г=— Вар); 


следовательно, уравнение характеристики будет: 
а(8-- 9) 4 — В (8-9) —а@а +] 4х а— 
_ — В а-- р 4х =0, 
которое может быть представлено в форме: 

(а аи Вах) во а-- а рак =0. 
Таким образом это уравнение состоит из двух мно- 
жителей и дает два уравнения: 

аау— Вах =0, 
(В-Еаучу-Е (а р)ах=0; 
следовательно, поверхность имеет две независимые 
характеристики, и количества, из которых составлены 
‘произвольные функции, пополняющие конечный иц- 
теграл, будут различны между собой. 
Уравнение первой характеристики будет: 
аау— 8 ах==0, 
или, подставляя ‘вместо а и В.их значения, получим: 
(хр) 9х — (у 92)4у=0, 
или, Наконец, й 
хах-- уау-+ 242 =9, 
интеграл которого 
х? у + 2—1 


принадлежит. поверхности сферы с цёнтром в начале, 
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радиус которой ‘, постоянный для каждой индиви- 
дуальной кривой, меняется от одной к другой. Сле- 
довательно, первая характеристика есть пересечение 
нашей повёрхности с поверхностью некоторой сферы 
с центром в начале и произвольным радиусом } 

Отсюда следует, что эта` характеристика не может 
дать на поверхности ребра возврата; в `самом деле, 
каждая индивидуальная кривая лежит на поверхности 
своей сферы, а так как поверхности концентриче- 
ских сфер не имеют никаких фбщих точек, то две 
последовательные индивидуальные’ характеристики не 
могут пересечься и `лтересечением своим ‘произвести 
ребрёб. . 

Возвратимся к’ уравнению первой. характеристики: 


а4у—Вах==0. 
В силу наших сокращений мы имеем: 


ар-- 4 =1. 


если из этих двух уравнений определим значения 


а и В, то найдем: 
а 42 = ах, 


В4г =4у; 
подставив эти выражения в уравнение во вторых 
диференциалах, мы получим: 

(ах -- 5 4у) (4у-- 942) = (ах ра2) (зах | Е4у,, 
ИЛИ , . 
ар(@у-- 942) = (ах -|- р 42) 44, 

т. е. общее уравнейие линий кривизны. 
28+ 
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Следовательно, первая характеристика поверхности 
есть линия одной из ее кривизн. Таким образом 
поверхность обладает тем свойством, что линии ОДНОЙ 
нз ее кривизн являются линиями пересечения поверх- 
ноети с рядом концентрических сфер, общий центр 
которых лежит в начале. 

Перейдем теперь ко второй характеристике, урав- 
нение которой, как мы видели, есть: 


(а рах + (8-59 4-0 
вах Вау 4г=0. 


Это уравнение было бы уравнением некоторой пло- 
сКости, если бы оба количества а и В были по- 
стоянны. Но для всех точек одной и той же харак- 
теристики эти два количества действительно постоянны, 
ибо, если мы продиференцируем два уравнения: 


ах--Ву--2=0, ор--в9—1==0, 
имеющие место в силу введейных сокращеиий. то Мы 
получим уравнения: 


хаа-{- у -- вах-- Вду-- а2=0, 

_ раа-+ 948+ аар--Ваа==0; 
последние Уравнения для второй характеристики, для 
которой имеем: 


ИЛИ 


аах-- Вау 4г=0, 
примут следующий вид: 
хаа -|- у4В =0, 
рав +4948 { аар-{- В 44=0. 
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Определяя из этих двух уравнений значения 4а и 48, 
будем иметь: 


4а (4х — ру) =у(аар-- 844), 

48 (ах — ру} = — х(а4р. + 849); 
следовательно, диференциальные количества 4а и @В 
будут оба нулями, и количества а и В будут оба 
постоянными, когда будем иметь: 

С другой. стороны, для всех точек второй характе- 
ристики это последнее уравнение имеет место, ибо 
уравнение, этой кривой есть 


вах -- Вау аг =0, 
и в силу сокращений мы имеем: 
ах + В+ 2—0, 

откуда получим для определения @.и В два следую: 
щие уравнения: 

а(у4х— хву) =у42—2ах, 

8 (уах — хау) —%42—2ах; 
подставив выражения а и В, полученные из этих урав- 


нений, в уравнение в частных диференциалах второго 
порядка, будем иметь: 

— ар (у-| 9г) = 44 (х-| рг) =0 
ИлН 


аар + 844 =—0, 
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Следовательно, на всем протяжении одной и той же 
второй характеристики количества а и В являются оба 
постоянными, следовательно, уравнение этой кривой, 

аах-|-Вау-|- 42 =0. 
есть уравнение плоскости. Итак, вторая харакгери- 
стика есть плоская кривая. 

Интеграл этого уравнения вообще 


ах -|- Ву-{- == сопфаще; 
но в силу сокращений 


ах + ВУ 2=0, 
следовательно; постояннбе, введенное интегрированием, 
равно нулю, и плоскость кривой проходит через начало. 
Итак, вторая характеристика есть плеская кривая, 
плоскость которай, всегда проходит через начало. 
Вернемся к уравнению второй характеристики: 
аах-- Вау + а2 =0; 
сокращения. дают: " 
ар а-Е 10. 
Эти два уравнения дают для а и В следующие вы- 
ражения: 
а(пах— рау) = —4у— 442, 
В (ах ру) =@х--ра2; 
подставив их в уравнение в частных диференциалах 
второго порядка, мы получим уравнение: 


р (4у-| ааг) = (ах | раг) ад, 
т. е. общее уравнение линий кривизны; следовательно, 
вторая характеристика есть линия второй-Жривизны 
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поверхности, которая, следовательно, будет плоской 
и плоскость которой постоянно проходит через начало. 

Резюмируя то, что изложено в’ этом разделе, мы 
вилим, что поверхность, которой принадлежит урав- 
нение во вторых диференциалах: 


(аг + 88) (В-Н9) = (@-- 28 +В, 
имеет две различные характеристики; что этн харак- 
теристики являются не чем иным, как линиями ее двух 
кривизн, и чТо из этих двух линий одна есть плоская 
кривая, плоскость которой проходит через начало, 

`а другая расположена на поверхности некоторой 
сферы, центр которой находится в начале. Отсюда 
было бы легко вывести способ образования, который 
мы выше изложили. 

О двух ПЕРВЫХ ИНТЕГРАЛАХ_ УРАВНЕНИЯ 
В ЧАСТНЫХ ДИФЕРЕНЦИАЛАХ ' ВТОРОГО 
ПОРЯДКА. 

Каждая из характеристик должна дать нам один 
интеграл; мы начнем с первой, уравнение которой 
аау— Вах =0, 
или 
хах- уду + 242 =0, 


или, наконец, интегрируя: 
да -- уф. 
Если в исходное уравйение 
(аг-- 85) (В-Е 9) — (а--р) (5 + 


подставим вместо ги # их выражения, ‘полученные 
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зи @р=гах- ау, 44=54х-{ ё4у, то в силу 
уравнения характеристики мы получим: 
ар (В --4) = (а-- р) 99; 

полагая для краткости 

тие, 

2 — рх в ЧУ =, 
и подставляя вместо а`и В их выражения в послед- 
нее уравнение, получим: 


ар [Ех -| ро} + 49 [у | 99] =0, 
ИЛИ 
22 [хар-- у -Е о [рар-- ча] == 0, 
ИЛИ ,- наконец, Г 
— ао - ЭР аЁ = 0, 


о 
интеграл „которого -: =, где 6 есть произвольное 


‘постоянное. Сферическая характеристика имеет, сле- 
довательно, интегральные уравнения: 


Я 
2 рх—4у` =, 
Ут+а+е 


где количества 1 и 8, вообще переменные, будут, 
однако, оба постоянными ва всем протяжении одиой 
и той. же индивидуальной характеристики: следова- 
гельно, ‘оба эти количества являются произвольными 
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функциями одно другого; таким образом один из пер- 
вых интегралов исходного уравнения будет: 


2— ре ИТР (му); 
он совпадает с интегралом, который был нами получен 
из геометрических соображений. 

Чтобы найзи другой первый интеграл, надо исполь- 
зовать вторую характеристику, уравнение которой: 


(8-Е 9) ду + (а-- р) 4х==0, 


вах Вау 4г=0. 

Мы видели, что Количества @ и В, вообще перемен- 
ные, оба являются постоянными для всех точек этой 
кривой; эти два количества ‘будут, следовательио, функ- 
циями одно другого, и мы будем иметь для второго 
из двух первых интегралов: 


8 = Фа 


ИЛИ 


или 
се 2 —Ф и 8. 
9х — ру 4х — ру 
который совпадает с одним из тех, которые были нами 
найдены непосредственно. 
Если мы введем В == Фа в уравнения, представляю- 
щие следствия введенных сокращений, то’ последние 


примут вид: 

ах уфа 2=0, 

ар 9Фа—1==0; 
эти уравнения будут ‚иметь место одновременно для 
плоской характеристики, в них ‘а есть постоянное, 
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определяющее положение индивидуальной кривой; сле» 
довательно, результат_исключения а из этих двух урав- 
нений также будет принадлежать поверхности и буде? 
тем же интегралом, что и предыдущий, но лишь пред- 
(тавлеиным в другой форме. Этот интеграл выражает, чтб 
если взять первое из этих двух уравнений вх -- уФа += 
--=2==0, т. е. если мы  пересечем поверхность 
плоскостью, касательной к поверхности конуса с про- 
извольным основанием и с вершиной в начале, то ‚мы 
должны также иметь второе уравнение ар -|- 4 Фа— 
— 1 —=0,`т. е. эта плоскость будет всюду перпенди» 
кулярна к поверхности. Отеюда легко заключить, что 
поверхновть образована некоторой плоской крнвой 
постоянной формы, плоскость которой катится пов, 
конусу произвольного основания с вершиной в начале. 


ИнтегрииррОВАНИЕ ПЕРВОГО ИИТЕГРАЛА 
2— рх— чу УТРУ (№ у? 29. 


Мы знаем, что если уравнение, полученное ‘дифе- 
ренцированием исходногс в предположении, что ри 4 
являются единственными переменными, есть Рар-|- 
+ 044=0, то уравнение характеристики имеет вил: 
Рау— бах =0: Но, полагая для краткости 1 -|- р? -| 
-{ 42 = АЗ, мы имеем в данном случае: 


р=х+ в, 


ф 
@=у-Н Я. 
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Уравнение характеристики, следовательню, будет: 
[2х -- р] ау— [ву 4$] ах =0, 


или, устраняя ‘посредством исходного уравнения, мы 
получим уравнение: 


— (У 42) 4х-- (х- ра Чу + (4х — РУ) 4—0, 


которое будет уравнением плоскости, если количества 
у а2 Хх р2. - 
х—рУ 9— РУ 
этой кривой. 

Но это и на самом деле имеет место, ибо, обозна- 
чив первое из’этих количеств через — а, а вторре че- 


рез В, что дает: 

ах--Ву--2=0, 

ар + 9—1 ==0, 
мы найдем диференцированием, что диференциальные- 
количества 4а, 4В оба являются, кратными пар +В 44 
и, следовательно, оба обращаются в нуль, когда аар + 
-- 8 44—=0. Последнеф же уравнение нмеет место «Для 
всех характеристик, ибо если мы продиференцируем 
исходное уравнение, считая сначала х, а Затем у един- 
ственным переменным, то“будем иметь: ^ 


Ре О5-- 9 (х + 92) 4" —=0, 
Р; Е ОЕ 2 (у 42) Ч" —0, 
\ 
откуда по исключении Ч" получим: 


а(Р:-- 98) В (Рё-- 90 = 0, 
`Р(аг + 85) -- © (а5 Е В) = 0; 


оба постоянные для всех точек 


ИЛИ 
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это уравнение принадлежит всей поверхности. Но урав- 
нение характеристики есть 


Рау— 94х=0; 


.Р т 
следовательно, исключая -> из двух последних урав- 


[*) 


нений, будем иметь на всем протяжении характеристики: 


(пи В5) ах -[- (аз + №) 4у==0, 
или, наконец, 
| аар-- 44 =0. 


Количества а и В будут, следовательно, оба постоян- 
ными для одной и той же характеристики. у равнение 
характеристики 

аах -+- Вау {- 4г=0 


есть уравнение некоторой плоскости, а так как в силу. 
сокращений этот иктеграл должен принять вид: 


ах + ВУ 2=0, 


то характеристика есть плоская кривая, плоскость ко- 
торой постоянно проходит через начало. 

Чтобы иметь выражение этой кривой, независимо от 
поверхности, на которой мы ее рассматриваем, нужно 
посредством ее уравнения и 42 ==рах-- 4 4у исклю- 
чить из исходного уравнения два количества ри 4. 
Результат этого исключения, который, если положить 
для краткости 

ха у-|- 2=и?, 
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представляет собой уравнение в обыкновенных ди- 


ференциалах: 
2? ди? 
9х? 1 ду 42 = д, 

дает, следовательно,‘ характеристику, рассматриваемую 
отвлеченным образом. Выражаемое этим уравнением 
свойство. состонт в том, что дуга кривой есть. некото- 
рая функция радиуса- вектбра, или ато расстояние от 
начала до нормальной плоскости есть также ‘функция 
того же радиуса-вектора. 

Так как характеристика выражена одним уравнением 
в обыкновенных диференциалах, которое принадлежит 
также и всем кривым, касающимся различных рядов 
характеристик, то отсюда следует, что поверхность 
имеет ребро. возврат ‚ порождаемое самим способом 
образования и существующим независнмо. от того, ка- 
кая кривая служит образующей. 

Проинтегрируем сначала уравнение в обыкновенных 
днференциалах, считая его принадлежащим характерн- 
стикам. Для этого из двух уравнений 


ах ву 2=0 були 


и их диференциальных уравнений 
вах Вау 4г=0, хах ду -- 242 и и 


определим значения х, у,  х, 4у и подставим_их в ис- 
ходное уравнение; мы получим уравнение в обыкно- : 
венных диференциалах, содержащее только два пере- 
менных и-и 2. В выненаписанных уравнениях аи — 
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произвольные постоянные. Два последних нз этих четы- 
рех уравнений дают для 4х и Чу следующие уравнения: 
Ях (Вх — ау) == Види 42 (у— =), 
ау (Вх — ау) =ви4и -|- 42 (х-— аг), 
из которых, полагая для краркости 1 На? - Ва == 12 
мы получим: | 
4ах? -|- ау? - 2?) (Вх — ау)? == 
— #2 (и4г — 2ац)? -- 4и? [и? (а? -|- В?) — №?2?]. 
Но из двух первых мы получаем: 
(Вх — ау) == и" (а? |) — 1222; 
‚следовательно, будем иметь: 
Ни #2 (иа2 — ган? 
ах? -- ау? - 422.= ди? -|- (2-5) а . 
Подставляя это выражение 4х? -|- 4у? -|- 42? в уравнение 
в обыкновенных диференциалах, получим уравнение: 
ди Фа _  №(ийг— гаи) 
Ул—ч ‘Ууве-в— а’ 
в котором разделим переменные, полагая = ==9; это 


дает уравнение: 


ан $ Е та а 
ну —4 оував в '’ 


которое интегрируется в квадратурах и интеграл кото- 
рого будет: - 
Фац 
ии — 


— акс. сои = ==, 
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и 
или, подставляя вместо Ф его значение =: 


Е ме - Нагс. И ИЕ 
пу — 42 пу 


где у — произвольное постоянное, введенное интегри- 
рованием. Но мы имеем также для характеристики 


ах-- Ву 2=0 


Следовательно, эти два уравнения, пополненные тремя 
произвольными постоянными “а, В, 1, принадлежат ха- 
рактериётике, рассматриваемой отвлёченно; таким об- 
разом, если мы будем считать, что а, 8, '/ способны 
принимать ` каждое в отдельности всевозможные знауе- 
ния, то эти два уравнения представят всё плоские 
характеристики, расположенные на. всех поверхностях, 
образование которых выражено уравнением в частных 
диференциалах. | 

Если мы хотели бы взять ряд этих кривых так, чтобы 
геометрическим его местом быля некоторая кривая по-, 
верхность, то нужно было бы установить между а, В, 7 
два соотношения; это свелось бы к тому, что мы по- 
ложили бы }==9а, у==па; два уравнения, котопые 
примут тогда вид: 

[рев р ‚ Г аг. сов. ЕЯ а 
ув УЗ 
ах уф --===0, 

будут принадлежать только характеристикам, которые 


находятся ‚на поверхности. Природа этой кривой 
будет зависеть от вида функций ф и п, и каждая 
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из кривых будет определена на этой поверхности 
частным значением постоянного @, единственного, 
которое будет теперь входить в уравневне; следова- 
тельно, исключая @ из этих двух уравнений, будем 
иметь уравнение поверхности, которая будет геометри- 
ческим местом ряда. 

Но для рассматриваемой нами поверхности ряд этот 
не может быть. образован вполне пройзвольио. В каж- 
дом таком ряду. две любые последовательные кривые 
должны пересекаться, и последовательность этих пере- 
сечений должна дать ребро возврата. Остается только 
найти соотношение, которое должно существовать между 
а, са, па для того, чтобы это условие выполнялось. 

Но точка характеристики, которая принадлежит 
также ребру возврата, есть точка, координаты кото- 
рой х, у, 2 не изменяются в предыдущих уравнениях 
при изменении а. Следовательно, если мы продифёрен- 
цируем эти два уравнения, считая 4 единственным пе- 
ременным, то ива получаемые намн‘’ новые уравнения: 


а-- 33’ = 
везет Зет -в 


&-Нуф=0 


будут принадлежать, так же как н два предыдущих, 
точке ребра возврата. Следовательно, если из этих 
четырех уравнений исключим три координаты х, у, =, 
то результирующее уравнение в переменных а, фа, па 
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определит вид, который должна иметь функция ц для 
того, чтобы все характеристики одного и того же ряда 
последовательно пересекались. 
Из этих четырех уравнений второе и четвертое 
дают: ; р : 
х(ф— а) —=2$9, у(ф— ау) =— 2 

и, следовательно, 

ео. 

2 (р — а} 
Подстановка этого выражения в третье уравнение поз- 
воляет произвести исключение, результат которого 


(2 у) ут е-р 
должен определить вид функции п, который будет най- 
ден интегрированием: 


$ — 0%' т! 


Е [я В рые И 
тугая. 
Подстановка найденного выражения п в эти четыре 


уравнения делает излишним одно из них, и они сво- 
дятся, таким образом, к трем следующим уравнениям: 


ЙЕ. - атс. соз. ща Е Го 
узи `` иУма Рура 
ах -- уф Е 2==0, 
х Ну! ==0. 
Эти уравнения для каждого значения @ опрелеляют 


значения трех координат х, у, г точки ребра возврата. 
29 г. Монж. 
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Следовательно, два уравнения, которые получаются 
в результате исключения @ из трех предыдущих урав- 
нений, являются полным интегралом уравнения в обык- 
новенных диференциалах. Этот результат содержит 
как частный случай интеграл, пополняемый только тремя 
произвольными постоянными а, В, у*). Из этих трех 
ннтегральных уравнений два первых представляют 
собою уравнения характеристики, рассматриваемой 
как часть ряда, геометрическим местом которого яв- 
ляется олна из рассматриваемых нами поверхностей; 
произвольное постоянное @ своим значением опре- 
деляет в этом ряду индивидуальную кривую. Слело- 
вательно, результат исключения @ из двух первых 
уравнений будет уравнением поверхности и, следо- 
вательно, полным интегралом уравнения в частных 
диференциалах. 

Если функция 4 произвольна, что имеет место, если 
мы рассматриваем исходное уравнение как интеграл 


уравнения в частных диференциалах второго порядка, 
аи 


цу + 
функция, для которой можно ввести особое обозначе- 
ние п. Следовательно, конечный интеграл уравнения 
в частных диференциалах второго порядка есть ре- 
зультат исключения @ из двух уравнений: 


то количество | есть также произвольная 


пил -- м) агс, со, РРР + = | {ра ') а 
уз ву (Не) ГЕН" 


ах -|- уз + ===0. 
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Интегрировв‘НИЕ ДРУГОГО ПЕРВОГО 
ИНТЕГРАЛА 
х-+- 92 —Ф = и) 
4х — РУ 9х — РУ 

Если мы обозначим через @ количество, которое 
находится под знаком функции Ф, то будем иметь два 
уравнения: 

У--92=— а (9х — ру), х-- рг==Фа (9х — ру). 
Эти два уравнения могут быть заменены двумя сле- 
дующими: 

ах-- уФ | 2==0, ар-+9®—1-—=0, 
первое из которых служит для исключения а из вто- 
рого, причем частные диференциалы входят в эти 
уравнения линейно. 

С другой стороны, очевидно, что, каков бы ни был 
вид функции Ф, значение а, взятое из первого урав- 
нения и подставленное во второе, введет туда лишь 
количества х, у, 2; следовательно, если мы продиферен- 
цируем второе в предположении, что р и 4 являются 
единственными перемениыми, то будем иметь Р==а, 
@ == Ф; следовательно, уравнение характеристики булет: 

аау—Фах=0, 
или, подставляя вместо @ и Ф их значения: 
(У + 92) ау (х { рг) ах = 0, 
или, наконец, 
хах-- удау--24г=0, 

интеграл которого 

ха у? | 22 == ур, 
где } — произвольное постоянное. 
29* 
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Таким образом характеристика находится на поверх- 
вости некоторой сферы, центр которой находится в 
начале, а раднус имеет свое особое значение для каж- 
дой индивидуальной характеристики; т. е. если мы 
вообразим, что поверхность пересечена рядом сфери- 
ческих поверхностей, центры которых находятся в на- 
чале, то пересечения представят собой ряд характе- 
ристик. Но поверхности концентрических сфер не 
пересекаются ни в какой точке, следовательно, две 
последовательные характеристики не могут пересечься; 
следовательчо, их ряд не может дать ребра возврата; 
следовательно, поверхность в силу способа своего об- 
разования не имеет другого ребра возврата *), кроме 
того, которого касаются все плоские характеристики 
и о котором мы говорили в предыдущем разделе. Кроме 
того, из предыдущего можно было бы еще сделать 
заключение, что характеристнка будет выражена в обык- 
новенных диференцизлах двумя различными уравне- 
ниями *), и это заключение, так же как и предыдущие, 
вытекало бы из того, что частные диференциалы вхо- 
дят линейно в исходное уравнение. Но чтобы избе- 
жать рассмотрения слишком общих вопросов, мы огра- 
ничимся здесь доказательством последнего предло- 
жения а розейоп. 

Если в исходное уравнение, являющееся результа- 
том исключения @ из двух уравнений: 


ах уФ-- 2==0, ор 9ФЫ— 1—0, 


подставить вместо 9 его значение, полученное из 
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42 =рах | 44у, то второе уравнение примет вид: 
р(аау— Фах) =дау—Фа2, 

и попрежнему будет принадлежать всей поверхиости 
в целом *); но если мы рассмотрим только характери- 
стику, для которой имеем а 4у — Фах =0, то первая 
часть обратится в нуль. Для нее, следовательно, и вто 
рая часть равна нулю, и мы получаем: 

ду==Фа2, 
и, следовательно, также 

ах =а 42. 
Исключая а из этих двух уравнений, будем иметь 
для характеристики уравнение в обыкновенных дифе- 
ренциалах: 


а ах 
2$ (аг), 
которое можно представить как уравнение между дву- 
мя лишь переменными х и, устраняя 2 и 42 по- 
средством первого уравнения этой кривой. Таким об- 
разом характеристика имеет два обособленных урав- 


нения в обыкновенных диференциалах: 
хах | уду- 242 =0, 


У оф (45 Ри 
хах- уду хах + уау 


в последнем из которых ') есть постоянное. 

Из этих двух уравнений одно уже проинтетриро- 
вано, и его интеграл пополнен произвольным постоян- 
ным 7. После интегрирования второго уравнения мы 
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получим интеграл, пополненный другим произвольным 
постоянным 8; если теперь считать, что два постоян- 
ных | и 6 могут принимать всевозможные значения, 
то два интегральных уравнения будут принадлежать 
сферической характеристике, рассматриваемой отвле- 
ченно *), т. е. всем индивидуальным характеристикам, 
находящимся на всех поверхностях, образованных 
известным нам способом; геометрическим местом 
всех этих сферических характеристик будет целиком 
все пространство. Но если мы хотим образовать 
ряд этих кривых, геометрическим местом которого 
была бы некоторая кривая поверхность, то нужно 
установить между | и 68 одно соотношение, что сво- 
дится к тому, что нужно положить 8 ==Фу; тогда эти 
два интеграла будут содержать только одно произ- 
вольное постоянное |, значение которого определит 
на поверхности индивидуальную характеристику, и, 
следовательно, исключением |} из этих двух интегра- 
лов получим в переменных х, у, 2 уравнение поверх- 
ности, которая будет геометрическим местом ряда. Эта 
поверхность будет наиболее общей, какая возможна, и 
ее уравнение будет полным интегралом уравнения в ча- 
стных диференциалах, если функция ЧФ произвольна. 
Теперь все, следовательно, сводится к интегрированию 
второго уравнения в обыкновенных диференциалах: 


тя фр ти) 


хах - уду хах {+ уау 


С этой целью мы обозначим через количество, 
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стоящее под знаком функции; мы получим уравнения: 


ахУ р —х— у? = (хах уд, 
ду? — 2 — у = (хах { уду) Фо, 
ИЗ которых получим два следующие, их заменяющие: 
оду —- Фах=0, 
ох | уф = Ия . 


Если бы ® было постоянным, то интеграл первого 
был бы 
фу — хФ = сопбаще; 

но так как ® — переменное, то постоянное должно быть 
функцией ®, которую мы обозначим через № и ко- 
торая прежде всего должна быть такова, чтобы удов- 
летворялось уравнение, получаемое диференцирова- 
нием интеграла в предположении, что в нем меняется 
только ю*). Вместо двух предшествующих уравнений 
будем, следовательно, иметь три следующие: 


фу — хФ = №, (а) 
у—=Ф' =Л, (5) 
ох уф =; (с) 


оии по исключении двух переменных х и уу дадут 
содержащее ®, Ф и Г уравнение в обыкновенных 
диференциалах, которое будет служить для определе- 
ния вида функции {. 
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РЕ 
уз 


результат исключения в виде уравнения: 
Е: (ФФ) 4 


Ум (м --ФуГгЕеФ 
в котором переменные разделены и интеграл которо- 
го, пополненный произвольным постоянным 8, будет: 
х Ф- оФ’)4о 
о== узи. | 8 -- ( м |. 
(0 ++ <) УТ -- ©? - Ф 
Подставляя вместо © его значение и полагая, со- 
гласно ск-занному выше, 8 —=Фу, получим выражение 
функции {: 
= у Ио - 22 эп. [+ 


Но полагая для краткости —9, мы получим 


{Ф — оф) 4 ] 
(Е о)УГ-Но 9 | * 
Подстановка этого выражения в три уравнения (а), 
(Ь), (с) делает излишним одно из них, например 
третье; но второе получается в результате диферен- 
цирования первого в предположении, что ® является 
единственным переменным; отсюда следует, что, если 
обозначим через М следующее количество *): 


——__ Г а4(Ф —оФ’') 4 
шу— хФ = 1 Ив -- Ф чт. [11+ дроу я 


где имеем: 

== Ну-Н 2, 
то полный интеграл уравнения в частных диференииа- 
лах будет результатом исключения 6 из двух уравнений; 


М=0, 0. 
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Зону поверхности, заключенную между двумя пло- 
скими последовательными характеристиками, можно счи- 
тать бесконечно узкой веретенообразной полоской *) 
некоторой поверхности вращения, осью которой служит 
пересечение двух плоскостей. Площадь этой зоны рав- 
на, следовательно, произведению дуги образующей на 
пространство, пробегаемое при образовании зоны цент- 
ром тяжести дуги. Следовательно, конечная площадь, 
пробегаемая какой-нибудь дугой образующей, равна 
произведению этой дуги на лугу, пробегаемую цент- 
ром тяжести производящей дуги. Легко также видеть, 
что объем пространства, пробегаемого сегментом или 
сектором образующей, равен произведению дуги этого 
сегмента или сектора на дугу, пробегаемую центром 
тяжести сегмента или сектора. Однако поверхность эта, 
хотя ее уравнение содержит две произвольные функ- 
ции, является лишь частным случаем поверхности, 
обладающей тем же свойством; последней мы и зай- 
мемся в с-здующем параграфе. 


$ ХХУ 


О КРИВОЙ ПОВЕРХНОСТИ, ВСЕ НОРМАЛИ КОТОРОЙ 
ЯВЛЯЮТСЯ КАСАТЕЛЬНЫМИ К НЕКОТОРОЙ РАЗВЕР- 
ТЫВАЮЩЕЙСЯ ПОВЕРХНОСТИ. 
ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ, 

1 

Известно, что все нормали к некоторой кривой по- 
верхности являются в то же время касательными к двум 
другим поверхностям, из которых первая есть геомет- 
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рическое место центров одной из кривизн первоначаль- 
ной поверхности, а вторая есть геометрическое место 
центров второй кривизны. Вообще обе поверхности 
центров кривизны представляют собою различные по- 
лости одной и той же кривой поверхности; они вы- 
ражаются одним и тем же уравнением четной степени, 
корни которого имеют перед входящими в них ради- 
калами различные знаки для каждой из полостей *). 
Однако в некоторых частных случаях, число которых 
все же бесконечно велико, существуют раздельные урав- 
нения обеих полостей поверхности центров кривизны; 
сии по природе своей не способны переходить сдна в 
другую ни при каких предположениях, и одна из этих 
поверхностей может быть полностью построена без того, 
чтобы была определена хотя бы одна точка второй: но 
даже и тогла существует между этими поверхностями 
соотношение, отысканием которого мы займемся. 
Например, для некоторой поверхности вращения 
геометрическое место центров кривизны, взятых в на- 
правлении параллелей, сводится к прямой линии, явля- 
ющейся осью вращения. Уравнения этой прямой аб- 
солютны и не стоят ни в какой связи с урав- 
нением геометрического места центров кривизны, взя- 
том в направлении меридианов: но уже одно то, что 
эта первая полость является прямой линией, наклады- 
вает на вторую известные условия: она должна сама 
быть другой поверхностью вращения вокруг той же 
оси, и легко видеть, что меридиан этой новой поверх- 
ности вращения является эволютой меридиана первой. 
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Таким образом две взятые произвольно поверхности 
не могут служить двумя полостями геометрического 
места центров кривизны некоторой третьей поверхности. 
Из этих двух полостей одна может быть взята про- 
извольно; когда же первая дана, то вторая с необхо- 
димостью из нее получается. Отсюда возникает следу- 
ющая проблема, разрешением которой мы и займемся. 


П 


Считая некоторую данную кривую поверхность 
геометрическим местом центров одной из кривизн 
некоторой другой поверхности, найти уравнение 
геометрического места центров второй кривизны. 

Нормаль должна касаться обеих поверхностей цент- 
ров кривизны; пусть будут х, У, 2' координаты ее 
точки касания с первой и х", у", г” координаты точек 
касания ее со второй поверхностью. 

Далее, пусть будет 


а ==р'ах-- ау 
диференциальное уравнение первой поверхности и 
47’ == р’4х-- а’4у’ 
диференциальное уравиение второй; ясно, что р", 4! 
будут функциями хи У и что р", 9” будут фуик- 

циями х”, У’. 
Если через точку касания нормали с первой поверхно- 


стью центров, координаты которой х', у, 2, про- 
вестн плоскость, касательную к этой поверхности, 
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то уравнение этой плоскости, в переменных х, У, 
2, будет иметь вид: 

2—2 ==р'(х—х) + 9'(у— У). 
Но эта плоскость содержит нормаль и проходит, 
слеловательно, через точку касания этой прямой с другой 
поверхностью центров, т. е. через точку с координа- 
тами х”, у’, 2’; следовательно, уравнение этой плос- 
кости будет удовлетворяться координатами второй точ- 
ки касания, и мы будем иметь: 

и — и ==р (м —х) 9 —У). 
Точно так же, если через точку касания нормали со 
второй поверхностью центров, координаты которой 
х’, у’, 2’, провести касательную плоскость к этой по- 
верхности, то уравнение этой плоскости в переменных 
х, у, 2 и будет: 

ги") —У): 
и так как эта вторая плоскость также содержит нор- 
маль и проходит, следовательно, через точку касания 
нормали с первой поверхностью центров, т. е. через 
точку, координаты которой х', У, 2', то уравнение 
плоскости должно удовлетворяться тремя последними 
координатами; следовательно, будем иметь: 


ии) — У". 

Далее, в силу свойств кривизн кривых поверхностей 
обе только что рассмотренные нами касательные плос- 
кости, проходящие через одну и ту же нормаль, друг 
к другу перпендикулярны; следовательно, коэфи- 
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циенты их уравнений связаны между собой следующим 
соотношением: —,, ты 

РР +99 +1=0. 
Следовательно, мы будем иметь между координатами 


двух поверхностей центров кривизны следующие три 
уравнения: 


ар —х) +90" —У), 
и— р’ — 9" —У}, 
РР’ 99" 1==0. 
Если теперь одна из порерхностей центров дана, 
например поверхность, координаты которой х", у, г', 


то мы будем иметь между этими тремя координатами 
уравнеиие, которое мы сможем представить в виде: 
Е(х,У, 2) =0 

и из которого мы определим диференцированием зна- 
чения р’и 4’ через х', у’, 2. По подстановке этих 
значений и по исключении из четырех уравнений трех 
количеств х', у’, 2' мы будем иметь уравнение в частных 
диференциалах первого порядка, в переменных х“”, 
У’, =", р’, 4’, представляющее собою уравнение вто- 
рой искомой поверхности центров. 

Применим этот результат к одному простому и из- 
вестному частному случаю. 


Ш 


Предположим, что первая поверхность центров кри- 
визны сводится к прямой линии, которая совпадает 
с осью 2; это есть, как известно, случай некоторой 
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поверхности вращения вокруг этой оси; пусть требуется 
найти уравнение другой поверхности центров. Для 
первой поверхности будем иметь два уравнения: 
ж=—=0, У ==0, 
которые дают. 
р’ =, 4'= 00. 
Три вышеуказаниые уравнеиия после подстановки 
значений р’ и 4' сведутся к двум следующим *): 


рх’-Е ЧУ =0, рр” 99" =, 


исключая из которых р’, 4', единственные количества, 
содержащие еще х’, у’, будем иметь: 
У", 

т. е. уравнение в частных диференциалах первого по- 
рялка, которое принадлежит некоторой поверхности 
вращения вокруг оси 2; оно ничего не устанавливает 
о природе меридиана этой поверхности, который яв- 
ляется, следовательно, произвольным. 

Итак, если одна из поверхностей центров сводится 
к прямой, то другая поверхность центров представляет 
собою поверхность вращения, осью которой является 
эта прямая, 

РА 

Перейдем теперь к следующему частному случаю, 
имеющему отношение к излагаемому В следующем па- 
раграфе предмету, и предположим, что первая поверх- 
ность центров будет некоторой развертывающейся по- 
зерхностью; уравнение этой позерхности, как известно, 
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получится в результате исключения неопределенного 
количества & из двух следующих уравнений: 


2'=х'Фа-- УФа а, О— Фа | учат, 
из которых второе получается диференцированием пер- 
вого в предположении, что а является единственным 


переменным, а Ф и Ч — произвольными функциями. 
Диференцируя, получим: 


р’ == Фа, 9' =, 


и, подставляя вместо 2’, р’, 4’ их выражения в выше- 
приведенные уравнения, найдем: 


==" Фо--У’Фа ра, 0—=р"Фа + 9’Фа 1 1. 


Таким образом уравнение второй поверхности центров 
есть результат исключения д из двух предшествующих 
уравнений, исключения, которое может быть выполне- 
но только в том случае, если функции Ф и’ опреде- 
лены. Это уравнение по виду своему есть диферен- 
циальное уравнение в частных диференциалах первого 
порядка; таковым оно и является на самом деле тогда, 
когда обе функции будут определены по виду; если же 
эти функции мы будем считать произвольными, что и 
имеет место, когда первая поверхность центров рас- 
сматривается как произвольная развертывающаяся по- 
верхность, то уравнение второй поверхности центров, 
если оно должно не содержать ничего произвольного 
и быть свободным от всех функций, должно принять 
вид уравнения в частных диференциалах третьего поряд- 
ка. Мы будем иметь случай вскоре убедиться в том, 
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что именно эта поверхность составит предмет исслело- 
вания настоящего параграфа. 

После этих предварительных замечаний мы займем- 
ся поверхностью, все нормали которой являются каса- 
тельными к некоторой развертывающейся поверхности. 


У 
ОБРАЗОВАНИЕ ПОВЕРХНОСТИ. 


ПЕРВЫЙ СПОСОБ ОБРАЗОВАНИЯ. Пусть некоторая 
кривая поверхность такова, что все ее нормали явля- 
ются касательными к одной и той же развертывающейся 
поверхности; рассмотрим одну какую-нибудь плоскость, 
касательную к развертывающейся поверхности, которая 
коснется, следовательно, ее по некоторой прямой; эта 
плоскость пересечет исходную поверхность по кривой, 
для каждой точки которой нормаль к поверхности рас- 
положится в этой плоскости; следовательно, плоскость 
сама будет нормальна к поверхности в каждой из точек 
своего пересечения с ней, подобно тому как плоскость 
кажлого меридиана некоторой поверхности враще- 
ния нормальна к этой поверхности в каждой из точек 
кривой меридиана. Рассмотрим далее вторую касатель- 
ную плоскость к развертывающейся поверхностн, бес- 
конечно близкую к первой, которая пересечет первую 
по прямой своего касания с развертывающейся : оверх- 
ностью; эта вторая касательная плоскость пересечет 
исходную поверхность по новой кривой и будет сама 
нормальна к поверхности во всех точках этого пере- 
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сечения. Элемент исходной поверхности, заключенный 
между этими двумя последовательными пересечениями, 
который будет всюду олновременно перпендикулярен 
двум образующим его плоскостям, мы можем считать, 
следовательно, бесконечно узкой веретенообразной по- 
лоской *) поверхности вращения, заключенной между 
этими двумя плоскостями, являющимися последователь- 
ными меридианами; осью вращения будет служить пря- 
мая пересечения этих двух плоскостей. Можно, сле- 
довательно, считать, что этот элемент образован 
мгновенным вращением линии пересечения поверх- 
ности © первой плоскостью вокруг прямой пересече- 
ния первой плоскости со второй, и, следовательно, 
образующая кривая наложится на пересечение поверх- 
ности со второй плоскостью и совпадет с ним. 

Рассмотрим еще третью касательную плоскость к 
развертывающейся поверхности, бесконечно близкую 
ко второй; она пересечет вторую плоскость по второй 
прямой, бесконечно близкой с первой, которая, так 
же как и первая, находится на развертывающейся по- 
верхности. Эта третья плоскость будет также нормальна 
к поверхности 0 всех точках их пересечения; 
элемент поверхности, заключенный между третьим 
пересечением и вторым, также можно считать образо- 
ванным мгновенным вращением второй прямой вокруг 
третьей, и при этом движении второе пересечение 
наложится на третье и совпадет с ним. 

Продолжая рассматривать таким образом ряд. последо- 
вательных плоскостей, касательных к развертывающейся 


39 г. Мож. 
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поверхности, касающихся этой поверхности по после- 
довательным прямым, геометрическим местом которых 
является эта поверхность, мы видим, что каждая из этих 
плоскостей производит сечение иа исходной поверх- 
ности; мы видим также, что эти сечения таковы, что 
если первое движется, сначала вращаясь вокруг пря- 
мой пересечения его плоскости с развертывающейся 
поверхностью, и продолжает затем двигаться, постоянно 
вращаясь вокруг переменной прямой, по которой его 
плоскость касается в данный момент развертывающейся 
поверхности, то оно будет последовательно наклады- 
ваться на все другие и полностью совпадать с каж- 
дым из них. 

Из этого следует, что исходную поверхность можно 
считать образованной лвижением произвольной пло- 
ской кривой постоянной формы и величины, плоскость 
которой катится без скольжения по некоторой развер- 
тывающейся поверхности. 


У 


Какова бы ни была природа развертывающейся по- 
верхности, по которой катится образующая плоскость, 
и какова бы ни была природа самой образующей кри- 
вой, рассматриваемой в ее плоскости, образуемая по- 
верхность имеет ряд общих свойств, не зависящих от 
этих особенностей. Выражение каждого из этих общих 
свойств можно считать полным и достаточным опреде- 
лением поверхности; все эти свойства выражаются 
одним уравнением и могут быть выведены из него 
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по правилам анализа. Мы сначала займемся теми из 
этих общих свойств, которые могут быть наиболее 
легко выведены из только что найденного нами спо- 
соба образования поверхности. 


УП 


В каждой из точек любой кривой поверхности 
всегда проходят две линии кривизны, которые пересе- 
каются на поверхности под прямыми углами; каждая 
из этих двух линий такова, что если через все ее 
точки провести нормали к поверхности, то эти нор- 
мали последовательно попарно пересекутся, т. е. они 
будут касательными к одной и той же кривой, в об- 
щем случае двоякой кривизны. С другой стороны, 
если, рассматривая образующую исходной поверхности 
в каком-либо положении, провести через все ее 
точки нормали к поверхности, то эти прямые, кото- 
рые будут также нормалями к образующей, будут 
все расположены в производящей плоскости, — 
следовательно, они будут попарно встречаться и все 
они будут касательными к одной и той же кривой, 
которая в этом случае будет эволютой плоской 
образующей. 

Отсюда следует: 1) что образующая во всех своих 
положениях есть линия одной из кривизн образуемой 
поверхности; 2) что эта линия кривизны всегда плос- 
кая. Но если плоскость способна принимать только 
один ряд положений, то при самом общем характере 
ее движения она непременно должна катиться по 
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некоторой развертывающейся поверхности; поэтому не 
существует никакой другой поверхности, обладающей 
тем же свойством *); следовательно, если мы скажем, 
что одна из линий кривизны поверхности всегда яве 
ляется плоской, то мы далим полное определение обра- 
зуемой поверхности. 

Кривая, пробегаемая каждой точкой образующей, 
постоянно нормальна к производящей плоскости; она, 
следовательно, постоянно нормальна к образующей и, 
следовательно, к линиям одной из кривизн: следова- 
тельно, она есть одна нз линий второй кривизны. 


УШ 


Совершенно очевидно, что развертывающаяся по- 
верхность, которой касаются все нормали, т. е. раз- 
вертывающаяся поверхность, по которой катится произ- 
водящая плоскость, является поверхностью центров 
одной из кривизн; но мы только что видели, что если 
взять производящую плоскость в каком-нибудь ее по- 
ложении, то все нормали к поверхности, которые 
в ней лежат, являются касательными к плоской 
эволюте образующей. Эта эволюта лежит, таким 
образом, на поверхности центров другой кривизны, 
поверхности, которая является геометрическим местом 
всех эволют, соответствующих различным и последо- 
вательным положениям производящей плоскости. 
Но образующая в своей подвнжной плоскости по- 
стоянна по форме и по положению; ее эволюта, 
следовательно, также постояниа по форме и по 
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положению в той же плоскости; следовательно, в то 
время как образующая производит исходную поверх- 
ность, ее постоянная эволюта производит поверхность 
центров второй кривизны *). 

Следовательно, исходная поверхность будет нпоя- 
ностью определена, если мы скажем, что поверхность 
центров одной из ее кривизн образована движением 
некоторой плоской кривой постоянной формы, плос- 
кость которой без скольжения катится по некоторой 
развертывающейся поверхности, или, если мы скажем, 
что ве нормали поверхности центров одной из ее 
кривизн являются касательными к некоторой разверты- 
вающейся поверхности. 


хх 

Исходная поверхность может иметь особые линии 
или особые точки, которые зависят и от развертыва- 
тощейся поверхности, по которой катится производя- 
щая плоскость, и от природы самой образующей; 
но, независимо от этих частных особенностей, она 
необходимо имеет ребро возврата, которое является 
следствием способа ее образования. Действительно, 
прелставим себе, что производящая плоскость катится 
по поверхности до тех пор, пока образующая не 
наложится по всей своей длине на поверхность; пред- 
ставим себе, что точки ее, в которых это наложение 
произойдет, оставляют свои следы на развертыва- 
ющейся поверхности; мы будем иметь на этой поверх- 
ности кривую двоякой кривизны, которая будет на- 
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ходиться одновременно и на исходной поверхности. 
Рассмотрим теперь некоторую точку образующей; 
эта точка опишет кривую, которая сначала прибли- 
жается все более и более к развертывающейся по- 
верхности, к которой она становится перпендику- 
лярна в тот момент, когда описывающая точка прика- 
сается к этой поверхности. Так как описывающая точка 
не может проникнуть внутрь развертывающейся поверх- 
ности, то она отражается; новая ветвь кривой, ко- 
торую она пробегает, вначале продолжает оставаться 
нормальной к развертывающейся поверхности, от ко- 
торой она будет затем все более и более удаляться. 
Линия второй кривизны, которую она пробегает, имеет, 
следовательно, точку возврата, расположенную на раз- 
вертывающейся поверхности в одной из точек следа 
образующей. 

Так как то же будет иметь место и для всех дру- 
гих линий второй кривизны, то отсюда следует, что 
образуемая поверхность имеет ребро возврата; что 
это ребро есть не что иное, как след образующей 
на развертывающейся поверхности; что образую- 
щая постоянно касается этого ребра и что послед- 
няя является, следовательно, геометрическим местом 
особого интеграла всех плоских линий кривизны. 


х 


Всли мы предположим, что производящая плоскость 
продолжает катиться по развертывающейся поверхности 
до тех пор, пока эволюта образующей не сопри- 
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коснется целиком с поверхаостью, и что эта эволюта 
также оставляет свой след на поверхности, то мы по- 
лучим на развертывающейся поверхности новую кри- 
вую двоякой кривизны, которая будет, очевидно, ре- 
бром возврата для поверхности центров второй 
кривизны. Так как это ребро находится одновременно 
на обеих поверхностях центров, то каждая из его 
точек будет общим центром для обеих кривизн. 
Слеловательно, если мы проведем всевозможные ка- 
сательные к этому ребру, то каждая из этих прямых 
будет нормальна к образуемой поверхности и пересечет 
ее в точке, для которой обе кривизны поверхности 
будут равны между собою и направлены в олну и ту 
же сторону. 

Следовательно, кривая, которая пройдет через все 
эти точки, будет особой линией поверхности; это 
будет линия ее сферических кривизн *). 


Хх 


Образуемая поверхность обладает всегда свойством, 
выраженным правилом Гюльдена; ибо, если мы пред- 
положим, что некоторая конечная и постоянная дуга 
образующей увлекается производящей плоскостью и 
пробегает на поверхности конечную зону, то эту 
конечную зону можно считать разделенной последо- 
вательными положениями образующей на бесконечно 
узкие веретенообразные полоски поверхности враще- 
ния; площадь каждой из этих полосок будет равна 
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произведению дуги на путь, пробегаемый центром 
тяжести этой дуги; следовательно, площадь всей зоны 
‚ будет равна произведению этой дуги, являющейся 
общим миожителем, на сумму пространств, пробегае- 
мых центром тяжести. 

Точно так же легко видеть, что если на производя- 
щей плоскости очертить пространство, ограниче ное 
некоторой кривой, непрерывной или прерывной, но 
замкнутой *), то объем, пробегаемый этим простран- 
ством, равен произведению его площади на дугу, про- 
бегаемую центром тяжести площади. 


ХИ 


Всли образующая есть прямая, неподвижная в плос- 
кости и движущаяся вместе с нею, то образуемая 
‘Поверхность будет новой развертывающейся поверх- 
ностью ; ее ребро возврата, которого постоянно касается 
образующая прямая, целиком лежит на первой развер- 
тывающейся поверхности. К этой новой развертываю- 
щейся поверхности произволящая плоскость всегда 
нормальна, тогда как первой развертывающейся по- 
верхности она всегда касается. 

Наконец, эти две развертывающиеся поверхности 
связаны между собою таким соотношением, что пер- 
вая поверхность есть эволюта второй *); таким обра- 
зом развертывающиеся поверхности представляют лишь 
бесконечно частный случай рассматриваемой нами 
поверхности. 


ПРИЛОЖЕНИЕ АНАЛИЗА К ГЕОМЕТРИИ 473 


хш 

ВтоРОЙ СПОСОБ ОБРАЗОВАНИЯ. Представим себе, 
что некоторая поверхность вращения, постоянная по 
форме и величине, неподвижно укреплена на своей 
оси, но может двигаться вместе с последней; пусть 
ось ее вращается вокруг какой-нибудь из ее собствен- 
ных точек и увлекает поверхность вращения во вто- 
рое положение, находящееся на некотором расстоянии 
от первого; получим тогда две поверхности вращения, 
подобные и равные между собой ‘и расположенные на 
равных расстояниях от точки пересечения их осей. 
Эти две поверхности пересекутся по плоской кри- 
вой, плоскость которой проходит через общую точку 
двух осей, перпендикулярна плоскости этих осей 
и делит на равные части угол, который оси образуют 
между собой. 

Представим себе теперь, что ось поверхности вра- 
щения катится по некоторой кривой двоякой кривизны, 
т. е. движется таким образом, что постоянно остается 
касательна к этой кривой и не скользит по ней, и что 
она увлекает за собой поверхность вращения; она 
образует развертывающуюся поверхность, имеющую 
ребром: возврата кривую, которой она постоянно ка- 
сается, а поверхность вращения, постоянная по форме 
и величине, пробегает пространство, огибающей ко- 
торого будет поверхность, которой мы занимаемся. 

В самом деле, рассмотрим две последовательные 
огибаемые, которымн в данном случае являются две 
подобные и равные между собой поверхности вращения; 
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оси этих поверхностей пересекаются, так как они 
являются двумя  последовательными  касательными 
одной и той же кривой; сами же поверхности нахо- 
дятся на одном и том же расстоянии от этой точки 
встречи двух осей *). Кривая пересечения этих двух 
огибаемых, являющаяся характеристикой огибающей, 
будет плоской, не будет отличаться от меридиана 
огибающей и будет, следовательно, постоянной по 
форме, как и этот меридиан. Плоскость этой харак- 
теристики пройдет через общую точку двух осей и 
будет перпендикулярна плоскости, которая проходит 
через обе эти оси; она будет, следовательно, перпен- 
дикулярна к касательной плоскости развертывающейся 
поверхности, пробегаемой осью. Наконец, так как эта 
плоскость должна разделить на две равные части 
бесконечно малый угол, образованный двумя последо- 
вательными осями, то можно считать, что она проходит 
через одну из’них и является, следовательно, касатель- 
ной к кривой, которой касается полвижная ось. 
Следовательно, плоскость характеристики будет по- 
стоянно касательной к развертывающейся поверх- 
ности, являющейся эволютой развертывающейся по- 
верхности, пробегаемой осью *). Но эта плоскость нор- 
мальна к огибающей во всех точках характеристики: 
следовательно, она будет содержать все нормали для 
различных точек ` характеристики; следовательно, все 
эти нормали будут касательными к той развертываю- 
щейся поверхности, которая служит эвольвентой 
к развертывающейся поверхности, образуемой осью; 
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следовательно, огибающая обладает тем свойством, 
что все ее нормали являются касательными к некото- 


рой развертывающейся поверхности. 


У 


В том способе образования поверхности, который 
мы только что изложили, точки, соответствующие 
друг другу на различных характеристиках, находятся 
на одном и том же расстоянии от своих соответству- 
ющих осей; кривые, проходящие через эти гомологиче- 
ские точки, находятся, следовательно, всеми своими 
точками на равном расстоянии от развертывающейся 
поверхности, пробегаемой осью огибаемой поверхности; 
следовательно, рассматриваемая нами поверхность есть 
не что иное, как общая резная поверхность, нарезка 
которой нанесена на развертывающуюся поверхность 
с помощью произвольного профиля, непрерывного или 
разрывного, но обязательно плоского, плоскость ко- 
торого должна всегда оставаться нормальной к раз- 
вертывающейся поверхности и быть касательной к 
ребру возврата этой последней поверхности. 

Это свойство также дает полное и точное определе- 
нне рассматриваемой нами поверхности. 


ХУ 


Всякая поверхность вращения может рассматриваться 
как огибающая пространства, пробегаемого некоторой 
сферой переменного радиуса, пентр которой дви- 
жется по ее оси. Следовательно, каждая из огибаемых 
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в предыдущем способе образования может в свою оче- 
рель рассматриваться как огибающая пространства, 
пробегаемого переменной сферой произвольного ради- 
уса, центр которой движется по одной из прямых 
развертывающейся поверхности; но произвол в измене- 
нии. радиуса имеет место лишь для одной поверхности 
вращения; для всех же других сферы, центры кото- 
рых находятся на одной и той же линии кривизны 
развертывающейся поверхности, должны иметь тот же 
раднус, что и сфера, которая им соответствует на 
первой поверхности вращения. 

Согласно сказанному, если дана некоторая развер- 
тывающаяся поверхность и если мы вообразим, что 
некоторая сфера переменного радиуса движется так, 
что ее центр пробегает последовательно все точки 
этой поверхности, при том, однако, условии, что 
сфера всегда имеет один н тот же радиус, когда ее 
центр находится на одной и той же линии кривизны 
развертывающейся поверхности, то, каков бы ни был 
закон, по которому сфера изменяется, когда центр 
ее переходит с одной из линий кривизны на друтую, 
эта сфера пробежнт пространство, общая или двойная 
огибающая которого будет рассматриваемой нами 
поверхностью *). 

Дать некоторый эпитет огибающей, о которой здесь 
идет речь, необходимо потому, что она отличается 
от всех тех, которыми мы до сих пор занимались. Обык- 
новенные огибающие касаются огибаемой по некоторой 
кривой, являющейся характеристикой и служащей 
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пересечением двух последовательных огибаемых. Оги- 
бающая же, нами рассматриваемая, касается каждой 
огибаемой лишь в одной точке, определяемой на оги- 
баемой пересечением двух характеристик. В данном 
случае каждая из сфер пересечена по окружности 
одного из своих малых кругов той сферой, которая 
за ней непосредственно следует и центр которой 
лежит на той же прямолинейной образующей; она 
пересечена окружностью одного из своих больших 
кругов той сферой, которая за ней непосредственно 
следует и центр которой лежит на той же линии 
кривизны развертывающейся поверхности; точка же 
пересечения этих двух окружностей и есть та точка, 
в которой этой сферы касается двойная  оги- 
бающая. 

Та кривая, которая касается ряда малых кругов 
одного и того же радиуса и которая является их осо- 
бым интегралом, является одной из характеристик 
двойной огибаюпдей; та же кривая, которая касается 
ряда больших кругов различных радиусов и которая 
служит их частным интегралом, есть другая характе- 
ристика двойной огибающей, и опять-таки пересечение 
этих двух характеристик дает точку, в которой двойная 
огибающая касается индивидуальной сферы. 


хм 


Если при последнем способе образования мы рас- 
сматриваем ряд сфер одного и того же радиуса, 
центры которых расположены на одной и той же лиини 
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кривизны развертывающейся поверхности, то обыкно- 
венная огибающая этих сфер будет поверхностью 
круговой трубки постоянного радиуса, криволинейною 
осью которой будет сама линия кривизны. Образуе- 
мая поверхность будет касаться поверхности трубки 
по кривой, все точки которой будут отстоять от линии 
кривизны на расстоянии, равном постоянному радиусу 
трубки; и если мы рассмотрим поверхности двух 
последовательных трубок различных радиусов, то они 
пересекутся по кривой касания трубки с образуемой 
поверхностью. 

Следовательно, если предположим, что поверхность 
трубки движется таким образом: 1) что ее криволи- 
нейная ось последовательно совпадает с различными 
линиями кривизны  развертывающейся поверхности; 
2) что ее радиус, постоянный на всем протяжении 
трубки, каким-либо образом изменяется олновременно 
< тем, как криволинейная ось меняет положение, 
то поверхность трубки пробежит пространство, обык- 
новенной огибающей которого будет образуемая 
поверхность. Поверхность подвижной трубки является, 
таким образом, новой огибаемой, и пересечение двух 
таких последовательных огибаемых ласт вторую харак- 
теристику огибающей, подобно тому’ как пересечение 
двух последовательных поверхностей вращения дает 
первую. 

Итак, если рассматривать вторую характеристику’ 
как образующую, то поверхность описывается движе- 
нием некоторой кривой переменной формы и величнны, 
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движущейся таким образом, что она постоянно остается 
ортогональной траекторией подвижной плоскости, 
содержащей плоскую образующую. 


ХУН 


РаАЗЫСКАНИЕ ИИТЕГРАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ 
ПОВЕРХНОСТИ. 

Мы видели, что поверхность, все нормали которой 
являются касательными к некоторой развертывающейся 
поверхности, допускает пять существенно различных 
способов образования. 

Она может быть образована подвижной кривой 
двумя различными способами: или некоторой плоской 
кривой, которая в своей плоскости постоянна по форме, 
величине и положению, но плоскость которой катится 
без скольжения по развертывающейся поверхности; 
или некоторой кривой двоякой кривизны, переменной 
по величине, движущейся таким образом, что она по- 
стоянно остается ортогональной траекторией к полвиж- 
ной плоскости, содержащей плоскую образующую. 

Она может быть рассматриваема как обыкновенная 
огибающая пространства, пробегаемого двумя сущест- 
венно различными подвижными поверхностями: или. 
некоторой поверхностью вращения, которая на своей 
оси постоянна по форме и положению, но ось кото- 
рой движется, оставаясь постоянно касательной к неко- 
торой кривой двоякой кривизны; или поверхностью 
трубки кругового сечения, радиус которой постоянен 
на всем ее протяжении, криволинейная ось которой 


480 ГАСПАР_ МОНЖ 


постоянно совпадает с линией кривизны некоторой раз- 
вертывающейся поверхности и которая движется таким 
образом, что ее радиус меняется, следуя некоторому 
закону, когда криволинейная ось изменяет положение 
и переходит с одной линии кривизны на другую. 

Наконец, она может быть рассматриваема как общая 
огибающая пространства, пробегаемого подвижной 
сферой переменного радиуса, центр которой пробе- 
гает послеловательно все точки некоторой разверты- 
вающейся поверхности и радиус которой, постоянный, 
когда центр остается на одной и той же линии кри- 
визны развертывающейся поверхности, изменяет каким- 
либо образом свою величину, когда центр переходит 
с одной из линий кривизны на другую. 

Каждый из этих пяти способов образований может 
непосредственно привести ко всем уравнениям поверх- 
ности как интегральным, так и в частных диферен- 
циалах всех порядков; но не все они приводят 
к результату с одинаковой легкостью. Для интеграль- 
ного уравнения наименее сложных рассуждений тре- 
бует последний способ образования; им-то мы и 
воспользуемся; таким образом мы будем рассматривать 
поверхность как общую огибающую пространства, 
пробегаемого подвижной сферой. 


ХУШ 


Развертывающаяся поверхность, пробегаемая центром 
подвижной сферы, может быть рассматриваема в одно 
и то же время и как геометрическое место касательных 
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к ее ребру возврата и как геометрическое место 

эвольвент этого ребра; таким образом некоторая точка 

определена на этой поверхности, есля указаны каса- 

тельная к ребру возврата и эвольвента этого ребра, 

на пересечении которых точка должна находиться *). 
Заметив это, положим, что уравнения 


х=ф2, уфе, 
суть два уравнения ребра возврата развертывающейся 
поверхности, пробегаемой центром подвижной ‚сферы; 
затем, рассматривая касательную к этому ребру 
в некотором положении, положим, что а есть значе- 
нне 2 в точке касания; три координаты этой точки 
касания будут: 
х==а, у==фа г=а. 
Два уравнения касательной в переменных х, у, сле- 
довательно, будут: | 
х—ф=(2— а) фа, уф (2 — а) фа. 

Положение этой касательной на развертываю- 
щейся поверхности будет определено значением а; 
и если мы исключим @ из двух предыдущих 
уравнений, то будем иметь уравнение геометрнческого 
места касательных, т. е. самое развертывающуюся 
поверхность. 

Элемент дуги ребра возврата будет, очевидно: 


дат 


полагая для сокращения 1+ 92--ф" = #2, мы 
получим выражение этого элемента в виде: Ада, 


81 Г. Монж. 
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и, следовательно, длина спрямленной дуги ребра 
возврата будет: 
(яда. 


Это выражение неявно содержит произвольное по- 
стоянное, зависящее от выбора той точки ребра, от 
которой начинается его спрямление. 

Теперь, для того чтобы получить точку эвольвенты, 
мы отложим спрямленную дугу на касательной, начи- 
ная от точки ее касания по направлению спрямлен- 
ной дуги; амплитуда этой дуги в направлении каждой 
из координат х, у, 2 будет *): 


у 

в направлении х-ов Я [14 
4 

в направлении у-ов | #44; 


в направлении 2-ов "|1 аа, 


и координаты определяемой таким образом точки 
эвольвенты булут: 


х—9— 1 [14% 


Уф [14% 


1 
2=—а-— я | 142. 


Положение этой точки на касательной будет зависеть 
от величины произвольного постоянного, вносимого 
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интегрированием; но если мы предположим, что это 
постоянное сохраняет всегда одно и то же значение, 
то точки, определенные для различных значений а, 
т. е. для всех последовательных касательных, все 
булут лежать на одной и той же эвольвенте ребра 
всзврата; так что, если мы пополним интеграл таким 
образом, чтобы его значение было равно нулю, ког- 
ла а имеет определенное значение, например когда 
имеем а=—0, то точка будет находиться на эвольвен- 
те, проходящей через пересечение робра возврата 
с плоскостью х, у. 

Возьмем эту первую  эвольвенту за произволь- 
ное начало, к которому мы отнесем все другие, 
и примем во внимание, что все точки каждой 
из других эвольвент находятся на равных расстоя- 
ниях от первой; если предположим, что для какой- 
нибуль одной из ннх это расстояние будет выражено 
через В, то три координаты некоторой точки этой 
новой эвольвенты будут: 


в. (В [2 4), 
у $—% (8+ (аа), 
рая | В-- [иаа) 


\ 


Значения этих трех координат точки развертываю- 
щейся поверхности определены, следовательно, зна- 
чениями двух количеств аи В, первое из которых 
31* 
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указывает касательную к ребру возврата, а второе — 
эвольвенту этого ребра; своим пересечением эти ли- 
нии определяют эту точку на поверхности *). 


хх 


Может быть не бесполезно заметить мимоходом: 
1) что если из трех последних уравнений, приналле- 
жащих общей точке развертывающейся поверхности, 
исключить два количества а и В, то результат ис- 
ключення, содержащий х, у, 2, есть не что иное, как 
уравнение самой развертывающейся поверхности; 
2) что если исключить только одно В, что повлечет 


за собой также и исключение {* да, то два резуль- 


тирующие уравнения: 
х—ф= (2—4), 
у—ф=(е фа) 


булут уравнениями касательной, положение которой 
определено значением @; 8) наконец, что если 
исключить одно только а, что не может быть выпол- 
нено, пока функции ф и ф рассматриваются как про- 
извольные, то два результирующие уравнения будут 
уравнениями эвольвенты ребра возврата, определен- 
ной значением В, остающимся в уравнениях. 


хх 


Рассмотрим теперь подвижную сферу и обозначим 
через х’, у, 2' координаты ее центра; так как центр 
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является одной из точек развертывающейся поверх- 
ности, то булем. иметь: 


же (8+ (4а), 
у-ва), 
и—а— т (В+ ва}. 


Ралиус сферы будет постоянным, когда ее центр 
находится на одной и той же эвольвентг ребра 
возврата, и переменным, когла центр переходит с 
одной эвольвенты на другую; этот радиус будет, 
следовательно, постоянным и переменным одновре- 
менно с количеством Ви будет, следовательно, функ- 
цией В. Вид этой функции будет зависеть исключи- 
тельно от природы плоской образующей, которая про- 
извольна; таким образом радиус подвижной сферы 
есть произвольная функция В, которую мы будем обо- 
значать через пВ. Следовательно, уравнение в пере- 
менных х, у,'2 подвижной сферы булет: 


(же (уф (#— 2) == (В), 
или, подставляя вместо х', У’, 2' их выражения, получим 
уравнение: 


(Не) + | 
р - 4 (виа) |+ |8, 
+ [аа (В+ и аа) |" `| 


которое для краткости будем представлять в виде М = 0. 
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Но если мы рассмотрим две последовательные сферы, 
центры которых находятся на одной и той же эволь- 
венте, то количество В будет иметь одно и то же зна- 
чение для обенх; их уразнения будут отличаться между 
собою только значением а, которое будет меняться 
от одной к другой. Они будут пересекаться по боль- 
шому кругу, окружность которого пройдет через 
точку касания огибаемой с общей огибающей; урав- 
нение, полученное  диференцированием М=0О в 
предположении, что @ является единственным пере- 
менным, т. е. 

( ам ) 250. 


аа 


будет принадлежать окружности этого большого круга. 

Таким же образом, если мы рассмотрим две после- 
довательные сферы, центры которых находятся на 
одной и той же касательной к ребру возврата, то 
уравнения этих двух сфер будут отличаться между 
собой только значением В, которое будет изменяться 
от одной к другой. Эти сферы будут пересекаться 
по малому кругу, окружность которого также прой- 
дет через точку касания огибаемой с общей огибаю- 
шей; и уравнение, полученное диференцированием 
М=—0 в предположении, что переменным является 
только В, т. е. 


булет принадлежать окружности этого малогр круга. 
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Следовательно, будем иметь для Точек касания по- 
движной сферы с общей огибающей три уравнения: 


М==0, 
(к) =0, 
(в) =0; 


но придавая двум неопределенным количествам @ и В 
значения, которые они могут -принимать, можно пере- 
носить точку касания последовательно во все точки 
образуемой поверхности; последняя есть не что 
иное, как геометрическое место всех тех точек, кото- 
рые можно получить, давая последовательно коли- 
чествам а и В в этих трех уравнениях всевозможные 
значения; следовательно, в результате исключения 
двух неопределенных количеств а и 3 из трех пре- 
дыдущих уравнений мы получим в пеоеменных х, у, 2 
интегральное уравнение образуемой поверхности. 


ХХ! 
Если из трех предыдущих уравнений рассмотрим 
только два первых: 


в которых количество В имеет определенное и посто- 
янное значение, то ясно, что они будут принадлежать 
окружности большого круга, по которой- подвижная 
сфера будет пересечена бесконечно близкой к ней 
сферой того же радиуса. Плоскость этого круга нор- 
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мальна к развертывающейся поверхности и проходит 
через касательную к ребру возврата; его центр всегда 
находится на одной и той же эвольвенте этого ребра: 
положение центра на эвольвенте определено значе- 
нием а, а радиус постоянен. Геометрическое место 
всех кругов, которое получится, когда мы будем да- 
вать а в этих уравнениях всевозможные значения, есть 
поверхность трубки с круговым сечением постоянного 
радиуса, криволинейная ось которой булет одна из эволь- 
вент рёбра возврата развертывающейся поверхности. 

Следовательно, результат исключения а только из 
двух уравнений есть содержащее х, у, 2 и В интег- 
ральное уравнение поверхности трубки кругового 
сечения постоянного радиуса, криволинейная ось ко- 
торой есть одна из линий кривизны развертывающейся 
поверхности; в этом уравнении значение В определяет ту” 
линию кривизны, которая служит криволинейной осью. 

Поверхность этой трубки есть частный случай 
образуемой поверхности, именно тот случай, когда 
плоской образующей, имеющей в своей плоскости по- 
стоянную форму и положение, является окружность неко- 
торого круга; мы уже видели выше, что если считать 
эту трубку движущейся в силу изменейия ее параметра В, 
то она будет огибаемой образуемой поверхности, 
рассматриваемой в качестве обыкновенной огибающей. 


ХХИ 


Точно так же, если из трех уравнений, даю- 
щих уравнение интеграла образуемой поверхности, 
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рассмотрим только первое и последиее, т. е. 
М=0, 


(м) о 


в которых а имеет определенное и постоянное зна- 
чение, то очевидно, что они принадлежат окружности 
малого круга, по которой подвижная сфера пересечена 
бесконечно близкой сферой, центр которой находит- 
ся на той же касательной к ребру возврата разверты- 
вающейся поверхности. Плоскость этого круга’ перпен- 
дикулярна к касательной; его центр находится на той 
же касательной, и положение центра определено 
значением В. Геометрическое место всех кругов, ко- 
торые мы получим таким образом, давая в этих двух 
уравнениях всевозможные значения количеству В, есть, 
очевидно, поверхность вращения, осью которой слу- 
жит рассматриваемая касательная. Следовательно, ре- 
зультат исключения В только из этих двух уравнений 
есть содержащее х, у, 2 и а интегральное уравнение 
некоторой поверхности вращения; меридиан этой по- 
верхности произволен и неизменен; он неподвижеи на 
своей оси, сама же ось является касательной к некоторой 
кривой двоякой кривизны. В этом уравнении величина 
количества & определяет положение оси вращения. 
Эта поверхность вращения также является частным 
случаем образуемой поверхности, ибо она есть не 
что иное, как та поверхность, в которую обращается 
образуемая поверхность, когда развертывающаяся по- 
верхность, по которой катится производящая плоскость, 
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сводится к прямой; мы видели, что если считать ее 
движущейся в силу изменения ее параметра а, т. е- 
предположить, что ее ось катится без скольження по 
ребру возврата развертывающейся поверхности, то 
она будет другой огибаемой образуемой поверхности, 
рассматриваемой в качестве обыкновенной огибающей. 


ХхШ 
Вернемся к трем уравнениям: 
М—0, 
ам 
(3) =, 
АМ 
(=) к. 


и предположим, что из двух количеств а и В первое. 
имеет определенное и неизменное значение, тогда как 
второе способно еще принимать всевозможные значения. 
Центр подвижной сферы не может уже попасть во 
все точки развертывающейся поверхности; он может 
двигаться вдоль одной лишь касательной ребра воз- 
врата, определенной значением а. Точка касания по- 
движной сферы с общей огибающей, т. е. та точка, ко- 
торой принадлежат три уравнения, не может более 
пробегать последовательно всей этой огибающей; какое 
бы значение мы ни давали 3, эта точка будет всегда 
находиться на кривой касания общей огибающей с 
поверхностью вращения вокруг индивидуальной каса- 
тельной, определенной значением а. Но эта кривая 
касания, являющаяся геометрическим местом всех полу- 
чающихся при всевозможных зиачениях 8 точек, есть, 
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очевидио, первая характеристика образуемой поверх- 
ности. Следовательно, если из этих трех уравнений 
исключить одно количество В, то два результирующие 
уравнения, содержащие х, у,2, а, булут представлен- 
ными в интегральной форме уравнениями первой харак- 
теристики образуемой поверхности; в этих уравнениях 
значение а определит индивидуальную характеристику. 


«хЖМУ 


Прелположим теперь, что в трех уравнениях точки 
касания подвижной сферы с общей огибающей опре- 
деленное и неизменное значение будет иметь В, 
тогда как & может принимать вёевозможные значения; 
центр подвижной сферы сможет теперь двигаться 
только по некоторой определенной эвольвенте ребра 
возврата, эвольвенте, которая будег определена част- 
ным значением В. Какое бы значение мы ни лали а, 
точка касания будет находиться на кривой касания 
общей огибающей с поверхностыо круговой трубки, 
криволинейная ось которой соответствует данному 
частному значению 3. Но эта кривая касания, служа- 
щая геометрическим местом точек для всех возмож- 
ных значений а, есть вторая характеристика общей 
огибающей; следовательно, если из трех уравнений 


М=0, 
(м) -о 
Ри 
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исключить только количество а, то два результирую- 
щие уравнения будут содержать х, у, 2, В и предста- 
вят собой уравнения второй характеристики образуе- 
мой поверхности в интегральной форме; в этих урав- 
нениях значение В определит индивидуальную хара- 
ктеристику. 
ХХУ 

Рассуждение, с помощыю которого мы только что 
пришли к интегральным уравнениям характеристики, 
является общим и может быть применено ко всякой 
поверхности, уравнение которой получается в резуль- 
тате исключения двух неопределенных количеств а, В 
из трех уравнений, из которых два последних полу- 
чаются диференцированием первого, в предположении, 
что @ (пля первого) и В (для второго) являются един- 
ственными переменными, т. е. для каждой поверхио- 
сти, которая по характеру своего интегрального урав- 
нения рассматривается в качестве общей огибающей. 

Но в рассматриваемом случае для первой характе- 
ристики этот процесс выполняется гораздо проще, 


ам 
так как уравнение (5-)=0 сразу принимает вид: 


ав 
н 1 
9 (н-е + 
ай аЕ 
ОИ} ЗН ЕН 
оо ("У )-е69,=0, 

в котором количество В само собой исчезло; таким 
образом исключение В уже произведено, и получен- 
ное уравнение принадлежит исключительно первой 
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характеристике. Но при одном и том же‘значении а, 
т.е. для одной и той же индивидуальной характеристики, 
это уравнение есть, очевидно, уравнение плоскости; 
следовательно, первая характеристика есть плоская 
кривая. Но плоскость проходит через точку ребра 
возврата, для которой имеем: 


хХ—ф=0, уф 0, 2—а=0; 


далее, легко видеть, что она касается этого ребра и 
нормальна к соприкасающейся плоскости этой кривой; 
следовательно, плоскость первой характеристики про- 
ходит через касательную к ребру возврата и всегда 
нормальна к развертывающейся поверхности и, следова- 
тельно, всегда касательна к развертывающей поверхно- 
сти, служащей эвольвентой первой, и т. д. Точно так 
же мы получим и другие предложения, которые были 
найдены нами прежде из геометрических соображений 
и которые выводятся аналитически из интегрального 
уравнения, полученного из других соображений. 


хх 


РАЗЫСКАНИЕ УРАВНЕНИЙ В ЧАСТНЫХ ДИФЕ- 
РЕНЦИАЛАХ ПЕРВОГО ПОРЯДКА. 


Отличительной особенностью уравнений в частных 
диференциалах первого порядка является то, что они 
выражают свойства поверхностей, относящиеся к их 
касательным плоскостям или к нормалям; мы должны, 
следовательно, выразить, что все нормали являются 
касательными к одной и той же развертывающейся 


494 ГАСПАР МОНЖ 


поверхности, т. е. что каждая из них лежит в неко- 
торой ее касательной плоскости. 

Обозначая через х, у, 2 координаты точки по- 
верхности и через М, у, 2 — координаты нормали 
в этой точке, получим уравнения нормали: 


ж—х-р(!— 2) =0, 
у —У--а (2 —2)=0; 


но уравнение касательной плоскости к некоторой раз- 
вертывающейся поверхности имеет вид: 
2’ == хФа | УФа’-р а", 
где значение а’ определяет индивидуальную касатель- 
ную плоскость, вид двух функций Ф и 4 неизменен 
и развертывающаяся поверхность всегла одна'и та же *). 
Нужно, следовательно, чтобы, два уравнения нормали 
удовлетворяли уравнению плоскости; но если мы 
исключим из эгих трех уравнений какие-либо две из 
координат х', у', 2', то третья также исчезнет, и мы 
будем иметь уравнение: 


рФа + аФа'--1=0, 
которое должно иметь место для всех точек поверх- 
ности *). Далее, так как точка поверхности должна 
находиться на касательной плоскости к развертываю- 
2 г 
щейся поверхности, то мы будем также иметь: 


2==х Фа! | уфа’ Га. 


Следовательно, одно из уравнений в Ч“стных дифе- 
ренциалах первого порядка исходной поверхности 
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есть результат исключения неопределенного количе- 
ства @ из двух предыдущих уравнений. 


ХХУП 
Тот же результат можно поя,чить из рассмотрения 
касательной плоскости, которая обладает, очевидно, 
свойством быть постояино перпендикулярной к произ- 
водящей плоскости. В самом деле, производящая 
плоскость, будучи всегда касательной к одной и той 
же развертывающейся поверхности, имеет уравнение: 


2=хФа -- уфа Би; 
далее, уравнение касательной плоскости, очевидно, есть: 


2==рх Е ау | сопчаще, 


в котором количества р, 4 и постоянное являются 
функциями координат точки касания, постоянной для 
каждой касательной плоскости. Но эти две плоскости 
должны быть перлендикулярны; следовательно, должно 
существовать между коэфициентами их уравнений сле- 
дующее соотношение: 


рФа! | 9Фа -1=0. 
Таким образом, мы имеем для всех точек одной и 
той же плоской образующей, определенной частным 
значением а’, два уравнения: 


2 = хФа! +- уфа! | а", 
0— рФа' | аФа!'-- 1; 


н, следовательно, результат исключения а’ из двух урав- 
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нений будет принадлежать общему геометрическому 
месту плоской образующей, т. е. поверхности, которую 
она образует своим движением. 


ХХУШ 


Если в предыдущих уравненсях рассматривать д’ 
как постоянное, то второе из них представляет собою 
уравнение цилиндрической поверхности с произволь- 
ным основанием; образующая прямая этой поверхности 
постоянно перпендикулярна к плоскости, уравнение 
которой есть первое из рассмотренных нами. Но 
количества ри 4, входящие в уравнение цилиндри- 
ческой поверхности, это те же количества, которые 
приналлежат образуемой поверхности; следовательно, 
цилиндрическая поверхность касается образуемой по- 
верхности на всем протяжении плоской характеристики, 
которую можно считать ее основанием; следовательно, 
можно рассматривать ее как цилиндрическую огибае- 
мую образуемой поверхности, что дает следующий 
способ образования. 

Представим себе, что некоторая  цилиндриче- 
ская поверхность с постоянным основанием дви- 
жется так, что, если взять два ее последовательные 
положения, то кривая, по которой обе эти цилин- 
дрические поверхности пересекаются, располагается 
всегда в плоскости, параллельной — подвижному 
основанию; эта поверхность пробежит пространство, 
огибающей которого будет рассматриваемая поверх- 
ность. 
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хх 
Мы видели (раздел [\), что если геометрическое 
место центров одной из кривизн есть некоторая раз- 
зертывающаяся поверхность, то уравнение геометри- 
ческого места центров второй кривизны есть резуль- 
тат исключения д из двух уравнений: 


2=— хФа | уфа 4 а, 0 — рФа- аФа-{ 1. 

Но мы только что видели, что то же уравнение есть 
уравнение поверхности, образуемой плоской кривой, 
плоскость которой катится бёз скольжения по той же 
развертывающейся поверхности; рассматриваемая по- 
верхность обладает таким образом тем свойством, 
что теометрическое место центров кривизны, соот: 
ветствующих направлению плоской образующей, есть 
поверхность, образуемая по тому же закону, что и 
исходная: поверхность; это мы уже нашли из геомет- 
рических соображений *) 


ХХХ 

В уравнении в частных диференциалах мы обозна- 
чали через @' не то количество, которое прежде мы 
обозначали через а в интеграле; точно так же произ- 
вольные функции Фи $ — нете функции фи Ф, что 
входят в Иитеграл; но эти шесть количеств связаны 
друг с другом соотношенлем, которое легко найти. 
В самом деле, уравнение 


2 = хФа! | уфа! | а’ 


есть уравнение производящей плоскости, для которой 
$32 Г. Монж. 


498 ГАСПАР МОНЖ 


мы имели (раздел ХХУ) другое уравнение в перемен- 
ных а, $, Ф. Если мы возьмем это уравнение в выше- 
приведенном виде, то будем иметь: - 
ах (Че) (Чи )+ 

Ча-И" 44 я 
Так как эти два уравнения принадлежат одной и той 
же плоскости, то их коэфициенты должны быть соот- 
ветственно "равны. Подставляя вместо Й АВ его значение 
(9-Е Ф'”) аа, будем иметь три уравнения: 


Е ‚ВУ +) 
а =а- 4$ + тит ы 


Фа = Ру, рр рр, 


" 

Наконец, заметим, что эти три количества а', Фа', Фа 
являются коэфициентами плоскости, касающейся ребра 
возврата в точке с координатамн фа, фл, а и перпен- 
дикулярной плоскости, соприкасающейся с кривой 
в этой точке. 

Исходя из этого, легко убедиться в том, что урав- 
нение в частных диференцналах первого порядка, 
которое мы только что нашли непосредственно из 
геометрических соображений, совпадает с тем, ‘которое 
мы получили бы, диференцируя интеграл, представляе- 


в)-=0, (41) =0, 


мый тремя уравнениями М = 0, ( 
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ибо из разледа ХХУ и предшествующего ему следует, 


ам 
что уравнение (= }=0 есть не что иное, как 
| 


— Фа! -- уро! -|- а. 


Далее, если мы диференцируем М ==0, считая по- 
следовательно х, у единственными переменными, а 4, В 


постоянными, на что мы имеем право в силу урав- 
му о (4М) о 
ма а то мы получим два дру- 
гих уравнения; исключая из них В`и принимая во 
внимание предыдущие выражения, мы получим, как 


ни прежде, уравнение: 
рФа' -- 9Фа | 1=0. 


ххх 


Если бы мы хотели проинтегрировать это уравне- 
ние в частных диференциалах первого порядка, то 
нужно было бы сначала найти уравнение проекции 
его Характеристики на плоскость х, у;и мы нашли бы *): 


Фа’ау — Фо!ах =0; 


нений ( 


это дало бы для проекций той же кривой на две 
й 
другие плоскости уравнения: 


Фо’аг + ах —=0, 
4 о!'42 + 4у=0; 
два любых из этих уравнений дают третье. Но эти 


уравнения, очевидно, являются уравнениями некоторой 
32* 
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кривой, всегда нормальной к плоскости, имеющее 
уравнение: 


2 == хФа -|- Ура! ра 


и движущейся при изменении а’; слеловательно, по 
лученная нами характеристика есть ортогональная 
траектория производящей плоскости, что нам было 
уже известно. 

Если из трех последних уравнений определим зна- 
чения @', Фа’, Фо!, то найдем: 


а! хах-- уау- 242 
— м ., 
—ах 
Г . 
ВЕ 42 ' 
—@у 
Ъ 
Фа! —= а: 


Если теперь установить, что из этих трех дифе- 
‚ренциальных количеств какие-либо два суть произ- 
вольные функции третьего, то будем иметь лва урав- 
нения характеристики в обыкновенных диференциалах 


‘хах-руау + 2а2 ах 
Ф( а: )+ а — 0, 
хах + у4у{ 242 Чу _ 
+ (: 42 уно. 
ХХхХИ 


Интегральное уравнение, содержащее три произ: 
вольные функции 9, Ф, п, должно допускать три 
уравнения в частных-диференциалах первого порядка, 
в каждом из которых одна из трех произвольных 
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функций исчезает. Мы только что нашли то из этих 
трех уравнений, которде освобождено от функции п; 
следовало бы теперь найти два другие уравнения, из 
которых одно содержит только ф и п, а другое -— 
толко Фит Эти уравнения приналлежат к тем, 
которые обычно рассматриваются как несуществую- 
шие промежуточные интегралы; однако они сущест- 
уют; но они могут быть получены Только в форме 
уравнений в смешанных диференциалах, обыквовен- 
ных и частных, причем последние будут иметь первый 
порядок *). Я не мог бы, ие входя в очень простран- 
ные детали предварительных рассуждений, внести 
в этот вопрос полную ясность, и я имею в виду 
рассказать об этом в мемуаре, единственным предме- 
том которого булут теория и построение поверхно- 
стей, выражаемых уравнениями в смешанных диферен- 
цпалах, обыкновенных и частных; поверхность, кото- 
рой мы занимаемся, войдет в него как замечательный 
пример. 


2.9.9.411 


РазысклниЕе УРАВНЕНИЙ В ЧАСТНЫХ ДИ- 
ФЕРЕНЦИАЛАХ ВТОРОГО ПОРЯДКА. 


Уравнения в частных диференциалах второго по- 
рядка выражают свойства поверхностей, относящиеся 
к их линиям кривизны или к их радиусам кривиз- 
ны. По отношению к своим кривизнам рассматривае- 
мая нами “поверхность обладает двумя свойствами, 
приналлежащими всем индивидуальным поверхностям, 
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образованным вышеуказанным способом, и не принад- 
лежащими никаким другим поверхностям. Первое свой- 
ство состоит в том, что одна из их линий кривизны 
постоянно плоская; второе — в том, что для второй 
линии кривизны радиус первой кривизны постоянный. 
Следовательно, чтобы найти уравнения в частных ди- 
ференциалах второго порядка, нужно выразить эти 
оба свойства. Займемся сначала первым. 

Некоторая плоскость может принадлежать всем 
последовательным линиям одной и той же кривизны 
лишь в том случае, если она движется в силу изме- 
нения одного из ее параметров; таким обрэзом урав- 
нение ее должно иметь вид: 


=== хФа | ура | а, 
причем количество @ постоянно ‘для каждой из линий 
плоской кривизны и переменно при переходе от одной 
из этих линий к следующей. Далее, так как эта пло- 
скость должна содержать все нормали к поверхности, 
которые проходят через точки линии кривизны, то 
мы должны иметь уравнение: 


рФа-- Фа |-1=0. 
Но общее уравнение линий кривизны, как известно, 
имеет вид: 
(4х -- р 42) 44 == (ау + 942) ар. 

Для того чтобы эта кривая лежала в [нашей] плоскости, 
4у 
ах 
уравнения, было равно значению, которое дает урав- 


необходимо, чтобы значение -— , полученное из этого 
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нение плоскости при диференцировании его в предполо- 
жении, что а — постоянное, т. е. было равно — т й 
Делая эту подстановку, найдем *): 
{Ча — 9) (Фл-+ 5Чо) =(Фа— р) ($Фа-- а). 

Мы будем иметь, следовательно, между тремя коли- 
чествами а, Фа, Фа три уравнения, из которых легко 
определить их значения и из которых можно, следо- 
вательно, исключить неопределенное количество 4. 

Полагая для краткости 


ев 


п--а-—араз--а- р УПА раз-НЕНи у -ЧЕир 5 =21, 


и 


найдем для количеств а, Фа, Фа следующие значения: 


х(рз-- 98—41 — УГ 9$ — РИ) 


ся раг -+ (93 — 22) $ — РФ ` 
т. 5+ @—4у 
98 = ея р) $ — ра ° 
а — рг- 98 —РрУ 


ЕЕ Е, 
раг -+ (92 — р?) $ — РЁ 

Следовательно, исключая @, получим для поверхно- 

сти два уравнения в чаетных диференциалах второго 


порядка: 
5-4 49—4и в вр ЧИ) — Ур 48 РИ 
Ра — 5 — р — ра’ + (4 —р)5—р4ё } 
рг-- 48—РУ у 2-х (р5-9!-9/)—у(рг+95 —РИ) 
ра (1 — р) т — 24 раг + (4 — 21)5 — ра! ы 


каждое из которых содержит еще олву из двух 
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произвольных функций Ф, № и является, следовательно, 
столь же общим, как и конечный интеграл, содержа- 
щий три произвольных функции. 


›. 9.94 


Два уравнения, которые мы Только что нашли из 
того условия, что линия кривизны дояжна быть ало- 
ской, могли бы быть получены частным диференциро- 
ванием уравнения первого порядка. Мы видели дейст- 
вительно (раздел ХХ\]), что последнее является ре- 
зультатом исключения а’ из Двух уравнений: 


2 = хФо! | ура -- а", 
0— рф + Фа 1. 


Но если мы продиферевцируем эти два уравневия и 


положим 
42 — рах -- ау, 
10 будем иметь уравнения: 
Фа —9== Мр, 
Фо’ === Му, 
уфа’ -- 5Фа' = №р!, 
$Фа -- бо! —= №", 
нет нужды раскрывать выражения М и №, 
содержащие Ф и 4. При вычитании произведения 
двух средних из произведения двух крайних все четыре 
количества /И, №, р', 9' сразу исчезвут, и мы получим: 
(Фа — 9) ("Фа + Фа!) = (Фа' — р) (<Фа’ | а, 


что дает между тремя количеслвами а’, Фа’, Фо’ те же 
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уравиения, что в предыдущем разделе мы нашли 
для а, Фа, Фа; по исключении @’ они дадут те же 
уравнения во вторых частных диференциалах. 


ххХУ 
Радикал, который содержит количество И, есть тот 
же, который входит в выражение радиуса кривизны; 
следовательно, если взять его значение из этого вы- 
ражения и подставить в И, то, обозначая радиус кри- 


визны через А, получим: 
== +9) "— 2рдз -- (1-Е; 
пользуясь для выражения У, этим его значением, мы 
получаем вместо прежнего’ выражения, носящего не- 
сколько причудливый характер, другое, использующее 
радиус кривизны. После этой подстановки значения 4, 
Фа, Фа принимают вид: 
23х47 — 95) + у(95 — 291+ (4х — РУ)! — 9) В 


рр 5 291 | 
ср Е НИ 


& [рат -+ (9? — 82) $ — 24 * 
23 (05 — р) —р(1—59 А, 
& [раг -+ (92 — р) — РАЙ ' 
подставляя вместо а его выражение в два другие урав- 
нения, мы получим два уравнения в частных ди- 
ференциалах второго порядка. 

Здесь необходимо заметить, что радиус А, кото- 
рый входит в эти уравнения, есть радиус плоской 
кривой. 
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ххх 
Мы могли бы воспользоваться одним из трех 


уравнений: 
2= иФа-Р уфа -а, 


0 == рФа + аФа- 1, 
(Фа — а) ("Фа + $Фа) = (Фа— р) ($Фа + #4, 


чтобы устранить из двух других одну из двух произ- 
вольных функций; и тогда два уравнения в частных 
диференциалах второго порядка были бы: одно — 
результатом исключения а из двух уравнений: 
1+ рФа ‚ 
2=хФа— у = а 


ы 


(1 +4? + рФа) [97Фа — (1 рФа)] + в 
-- 9 (Фа — р) [Фа— 1 + рф] 1’ 
а другое — результатом исключения & из двух следу- 


ЮЩИхХ: 1 р 
=“ 4 уРа-а, 


0== р(Фа— 9) [г (1 -- 9Фа) — рФа] -- 
и -- 924 [5 (1 - 9 Фа) — рРа]; 

отсюда мы видим, что если бы две функции Фи Ф 
были определенными и известными, то два эти урав- 
нения во вторых днференциалах были бы лииейны 
относительно г, $, #. Это доказывает, что поверх- 
ность, которой они принадлежат, может быть обра- 
зована некоторой определенной кривой, которая здесь 
будет плоской образующей, и что нет необходимо- 
сти рассматривать эту поверхность как огибающую. 
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ХХХУП 


Если бы требовалось проинтегрировать одно из 
этих двух уравнений в той форме, которую мы 
им только что придали и к которой можно их 
привести всегда, приравнивая 4 количество, нахо- 
дящееся под знаком произвольных функций, то нуж- 
но было бы прежде всего разыскать уравнения харак- 
теристики; но мы знаем, что если уравнение, полу- 
ченное диференцированием исходного в предположении, 
что Г, $, # — единственные переменные, есть 

Ю 4 + $4$-- Т4Ё==0, 
то уравиение проекции характеристики на плоскость 
х, у есть: 
Ю ау — $5 ахау- Там =0. 
Поступая таким образом с первым уравнением, мы 
найдем уравнение характеристики. 


4 (92-1 + рФа) 4Фа + 
-- ах 4 (92-1 -- рФа) (1|- рФа) —9?Фа (Фа— р] — } = 0. 
— 4234 (1 + рФа) (Фа —р) 

Это уравнение имеет два рациональных множителя 
и дает два уравнения: 


(9? 1-- рФа) 4у— 9 (Фа— р) 4х=0, 
аФаау | (1-Е рФа) ах = 0. 


Отсюда следует: 1) что поверхность имеет две не- 
зависимые характеристики, из которых какая-либо од- 
на может изменяться, тогда как вторая сстается не- 
изменной;: 9 что проазвольвые функции, которые 
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пополняют первые и конечные интегралы, составлены 
из двух различных лля первой и для второй функ- 
ций количеств *). 

Уравнение первой характеристики может быть легко 
приведено к виду: ° 


42—Фаах — 


1+ рФа 
— 4, 


а произвольное уравнезие исходной поверхности 


имеет вид: о 
=хФа— г у а. 


Но из этих двух уравнений первое получено ди- 
ференцированием второго в предположении, что а есть 
постоянное, и оба они имеют место для первой ха- 
рактеристики: следовательно, для этой характеристнки 
количество а является постоянным, так же как явля- 
ются постоянными коэфиниенты уравнения: 


де —=Фаах — "+2 ау; 


следовательно, коэфициент при у должен быть про- 
извольной функцией а, `и если мы представим эту 
новую функцию через Фа, то будем иметь: 

рФа-+ 2 1=0; 
отсюда следует, что один из первых интегралов ис- 
холного уравнения есть результат исключения @ из 
двух уравнений: 

== хФа + урФГа, 

0— Фа оФа {| 1, 


что мы уже имели выше. 
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Что касается второй характеристики, то только что 
найденное нами ее уравнение легко может быть пред- 
ставлено в форме: 


— ах 
Фа— 42 ’ 


подставляя вместо .Фа это значение в вспомогатель- 
ное уравнение, будем иметь: 


‚хах-- удау-2а=2 
==, 
42 


что дает два уравнения этой характеристики, которые 
мы уже нашли в разделе ХХХИ. 


ХХХУШ 

Мы уже говорили, что образуемая поверхность об- 
ладает относительно своих кривизн некоторым общим 
свойством, которое может служить для ее полного 
определения; это свойство состоит в. том, Что для 
вбех точек одной и той же линии второй кривизны 
радиус первой кривизны постоянен. В самом деле, 
каждая из точек плоской образующей образует одну 
из линий второй кривизны; но эта образующая имеет 
постоянную форму; следовательно, для ‘одной и той 
же производящей точки радиус кривизны образующей, 
т. е. радиус плоской кривизны поверхности, постоянен. 
Так как линия второй кривизны всегда нормальза к 
производящей плоскости, то диференциальные уравнения 
ее проекций на три прямоугольные плоскости суть; 

Фаду — Фаах=0, 

Фаа2 |- ах==0, 

Фа 42 4у==0. 
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Следовательно, поверхиость обладает тем свойством, 
что если точка плоской образующей ие меняется, т. е: 
если имеет место одно из трех предыдущих уравне- 
ний, например 

Фаау — Фаах —=0, 


то радиус кривизны Ю плоской образующей не ме- 
няется. Следовательно, должно иметь место’уравнение: 


Фаау— Фаах-= Прак. 


Если в это уравнение подставнм вместо Фа и Фа 
их выражения, которые были найдены в разделе ХХХУ 
и которые содержат тоже количество Ю, то мы получим 
уравнение в смешанных диференциалах, обыкновенных 
и частных; оно одно будет выражать все новерхности, 
образованные тем способом, которым мы занимаемся. 
Это — уравнение в частных диференциалах второго 
порядка, так как оно содержит количества г, $, Е, Ю; 
оно свободно от двух произвольных функций Ф и{, 
зависящих от природы развертывающейся поверхно- 
сти, по которой катится производящая. плоскость; 
оно содержит только функцию П, зависящую от при- 
ролы нлоской образующей. Далее оно является и 
уравнением в обыкновенных диференциалах; оно яв- 
ляется, следовательно, обыкновенным диференциальным 
уравнением третьего диференциального уравнения в 
частных диференциалах второго порядка; уравнения, 
которое оно может заменить как при снуске от ко- 
нечного интеграла к уравнению в частных диферен- 
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циалах третьего порядка, так и при подъеме от но- 
следнего к конечному интегралу *). 


9.9.454 

Уравнение в смешанных диференциалах, которое 
мы только что нашли, есть то же самое уравнение, 
которое мы могли бы получить, если бы мы сначала 
диференцировали интегральное’ уравнение ‘раздела ХХ 
вплоть до частных диференциалов второго порядка; 
этого не было бы достаточно, чтобы исключить не- 
определенное количество @ и функции ф и Ф вместе 
со всеми их производными. Для этого нужно было 
бы диференцировать еще раз в обыкновенных лифе- 
ренциалах, что и ввело бы смесь диференциалов 
обыкновенных и частных *); но и тогда результирующее 
уравнение отличалось бы от уравнения, которое мы 
только. что нашли, так как количества В и ПВ, в них 
содержащиеся, не являются соответственно теми же, 
что Ю и ЦЮ; но легко привести одно из этих урав- 
нений к другому, замечая, что количество, которое 
мы выражали через ПЗ в интеграле, есть точно то 
же, которое в уравнении в смешанных диференциалах 
мы обозначали через Ю*). 


ХЕ 


РАЗЫСКАИИЕ УРАВНЕНИЯ В ЧАСТНЫХ ДИ- 
ФЕРЕНЦИАЛАХ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА. 


Мы видели, что для всех точек одной и той же линии 
одной кривизны радиус второй кривизны постоянен. 
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Но. известно, что выражение радиуса кривизны и 
уравнение линии кривизны имеют вид: 


= денИИ -Н-2ре--НИИН-У ЕЕ ОрЕОЕРУЕЯНЕЕ 


4 _ 14 29:—@-+ 99: УЕ ЧН а, 
ах 2 - 4) 5 — Р9Й 

эти уравнения солержат один и тот же радикал, вхо- 
дящий с различныма знаками, если мы берем линию 
и радиус одной и той же кривизны; но если мы хотим 
сравнить радиус одной из кривизн с линией другой, 
как в данном случае, то нужно, чтобы знаки радикалов 
были одни и те же в одном и в другом уравнениях. 


а 
Наша поверхность такова, что придавая Е зна- 


чение, которое ‘соответствует второй кривизне, т. е. 
полагая 

ам: аа, У), —Эра5-Ра- р СААР 5) 
ах _ 2Е-- 9%) $ — Р9Н 

где знак радикала есть тот же, что в выражении для 


КЮ, будем иметь: 
Ю —= сопяаще, 


следовательно, 
ав =0 
или 
(аж + (48) =. 


Делая эту подстановку и выполняя частное дифе- 
ренцирование А, получим уравнение в частных дифе- 
ренциалах третьего порядка. 
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хи 


Это уравнение третьего порялка, которое мы толь- 
ко что нашли непосредственно из геометрических со- 
ображений, может быть получено диференцированием 
каждого из трех уравнений второго порядка. Возьмем, 
например, уравнение в смешанных диференциалах: 


Фаду—ЧФаах= раю: 


рассматривая его как обыкновенный полный диферен- 
циал, мы получим выражения частных диференциалов: 


— Фа ША(4®), 
Фа— ША (1%). 
Исключая функцию, будем иметь уравнение: 
Фа (==) + Фа (37) =0, 


которое по выполнеиии частиых диференцирований 
количества Ю и по подстановке вместо Фа и Фа их 
значений, иайдениых в разделе ХХХ либо ХХУ, даст 
то же уравнение в частных диференциалах третьего 
порядка. 


Хх 


Наконец, мы можем получить то же уравнение, 
диференцируя любое из лвух других уравнений вто- 
рого порядка, каждое из которых является результатом 
33 г. Мож. 
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исключения одиой из лвух произвольных функций 
Фа и Фа из трех уравнений: 


2 = хФа-|+ уфа | а, 
0 — рФа-- Фа 1, 
(Фо — а) ("Фа- $Фа) = (Фа— р) (<Фа- а). 


Это-то уравнение мы и найдем, так как оно предста- 
вится в наиболее простом виле. Положим 


4’ —= пах -|- ш ду, 
45 =шах {| вау, 
а — вах -- чау, 
да == р’ ах - 9' ау. 
Произведя частные диференцирования уравнения, 
содержащего г, $, Ё найдем: 
(Фа — р) (<Фа-- шфа) — (Фа— р) (шФа { Фа) -- 
+ ("# — 52) Фа —=1р, 
(Фа— 4) (шФа -- чФа) — (Фл— р) (иФа- Фа) — 
— (7 Ё — 52) Фа—=1[09'; 
но произведя частиое диференцирование уравнения, 
содержащего х, у, 2, мы имеем: 
Фа—р= Мр,, 
Фа —9— Ма’; 
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в этих уравнениях иет нужды раскрывать выражения 
[ и М. Если умножить друг на друга два крайние 
и два срелние из этих четырех уравнений, а затем 
вычесть одно из этих произвелений из другого, то 
количества р’, 4', [и М исчезнут все сразу, и мы 
получим уравнение: 


(Фа-—4)*(иФа-нш Чо) —2(4а —9) (Фар) (шФа-- 
+ Фа) | (Фа — р}? (&Фа + оба + —=0; 
-Е (Е — (1 + Фа? + Фа?) 


остается только полставить в это уравнение вместо 
Фа и Фа их выражения через частные диференциалы 
второго порядка, которые были нами найдены в 
разделах ХХХШ или ХХХУ, и мы получим уравне- 
ние в частных диференциалах третьего порядка, кото- 
рое дает общее выражение рассматриваемой нами по- 
верхности, независимое от какой-либо произвольной 
функции. 

Гто уравнение, как мы видим, линейно относитель- 
но и, Ш, %, 9. 

Я ограничусь сказанным 0б этой поверхности, к 
которой я предполагаю возвратиться, взяв ее в качестве 
примера при изучении построения и интегрирования 
уравнений в смешанных диференциалах, обыкновен- 
ных и частных; однако поверхность эта имеет неко- 
торое отношение к другой поверхности, от которой, 
по моему мнению, ее не следует отделять и которой 
я займусь в следующем параграфе. 

33* 
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$ ХМ 


О КРИВОЙ ПОВЕРХНОСТИ, ОГИБАЮЩЕЙ ПРО- 

СТРАНСТВО, ПРОБЕГАЕМОЕ СФЕРОЙ ПЕРЕМЕННОГО 

РАДИУСА, ЦЕНТР КОТОРОЙ ПРОБЕГАЕТ КРИВУЮ 
ДВОЯКОЙ КРИВИЗНЫ *). 


1 

„зредПоложим, что некоторая сфера переменного 
ратиуса движется таким образом, что ее центр про- 
бегает какую-нибуль кривую двоякой кривизны и 
что величина ее радиуса зависит от положения цен- 
тра; эта сфера пробежит пространство, огибающая 
которого есть поверхность, которой мы ‚сейчас зай- 
мемся. Я мог бы привести несколько примеров по- 
верхностей, образованных таким образом; наиболее 
замечательной из них является поверхность витой ко- 
лонны, которая есть не что иное, как огибающая 
пространства, пробегаемого сферой переменного ра- 
лиуса, центр которой пробегает винтовую линию с 
вертикальной осью. 

п 

Так как центр подвижной сферы должен находить- 
ся на кривой двоякой кривизны, то три его коорди- 
наты связаны между собой двумя соотношениями, 
выражающимися двумя уравнениями этой кривой; та- 
ким образом две из них являются функциями третьей, 
но и радиус, также зависящий от положения центра, 
равным образом должен быть функцией главной ор- 
динаты; следовательно, радиус и три координаты 
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центра связаны тем, что три из этих четырех коли- 
честв являются функциями четвертого. Примем за 
главное количество радиус и обозначим его через а, 
тогда три координаты центра булут функциями а, 
и эти функции будут пооизвольны. Таким образом 
для значения радиуса, равного @, уравнение по- 
верхности подвижной сферы, взятой в качестве 
огибаемой *), будет: 


(х— а) (у— фа? - (е — пад? == о, 


в котором три фузкции фа, фа и па произвольны. 

Чтобы получить уравнение характеристики, т. е, 
пересечение двух последовательных сфер, нужно ди- 
ференцировать уравнение сферы, считая & единствен- 
ным переменным; это дает: 


о а 


Но характеристику, которой принадлежат предылушие 
два уравнения, можно рассматривать как образующую 
огибающей поверхности, считая эту кривую подвиж- 
ной в пространстве в силу изменения @. Или, что 
сводичся к тому же, огибающая есть не что иное, 
как геометрическое место всех индивидуальных харак- 
теристик, которое получается, когла а принимает по- 
следовательно всевозможные значения; следовательно, 
интегральное уравнение огибающей есть не что иное, 
как результат исключения @ из двух предшествующих 
уравнений; этот процесс может быть выполнен только 
тогла, когда три функции $, Ф, п произвольны. 
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Ш 


Интегральное уравнение характеристики, только 
что найденное нами, очевидно, представляет собой 
относительно х, у, = уравнение плоскости; следова- 
тельно, эта кривая есть пересечение поверхности по- 
движной сферы с плоскостью, также подвижной, и, 
значит, является окружностью круга; но эта плоскость 
не проходит! через центр сферы, потому что, кроме 
трех членов, содержащих х—9, у_фи 2— п, 
уравнение имеет четвертый член а. Следовательно, 
этот круг отнюль не является большим кругом подвиж- 
ной сферы, и, следовательно; его плоскость не перпен- 
дикулярна к огибающей ни в какой точке характеристи- 
ки и не содержит никакую из нормалей к поверхности. 


ГМ 


Если рассмотрим последовательность характеристик, 
геометрическое место которых есть поверхность, то 
легко у‹тановить, что какие-либо две из них, после- 
довательно взятые, встречаются в двух точках, которые 
будут находиться на прямой пересечения ‘их плоско- 
стей. Геометрическое место всех точек, таким образом 
определенных, представляет собою кривую двоякой 
кривизны, которая лежит на поверхности и имеет 
две ветви, причем каждая из харзктеристик касается 
каждой из этих двух ветвей. Эта кривая есть особая 
линия поверхности; это — ее ребро возврата, возникаю- 
щее как необходимое следствие способа образования. 
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Так как каждая из точек ребра возврата находится 
на пересечении двух последов тельных характеристик, 
то коордичаты х, у, 2 этой точки являются теми ко- 
ординатами характеристики, которые остаются неиз- 
менными, когда в уравнениях характеристики 4 изме- 
няется и становится равным а + 42; следовательно, 
координаты этой ‘точки удовлетворяют уравнениям, 
полученным диференцированием уравнений характери- 
стики в предположении, что х, у, 2 постоянны, а @ — 
единственное переменное; это дает третье уравнение: 


(хи фуЕе-ю"и- 
6—0. 


Для определенного значения @ три уравнения дают 
значения координат х, у, 2 соответствующей точки 
ребра возврата; само же ребро есть геометрическое место 
всех точек, получаемых таким же образом, когда @ 
получает последовательно все возможные значени 1. 

Следовательно, интегральные уравнения ребра воз- 
врата представляют собою результат исключения @ из 
трех предыдущих уравнений. 


У 


Выражения х, у, 2, получающиеся из трех предыду- 
щих уравнений, содержат все один и тот же радикал. 
Если количества а, 9, Ф, п связаны между собою таким 
соотношением, что значение этого общего радикала 
равно нулю, то лве любые характеристики не пересе- 
каются уже в двух точках; они имеют только одну 
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общую точку, и эта точка есть точка касания. Две ветви 
кривой, которой касаются все характеристики, слива- 
ются в одну; и эта кривая, оставаясь особой линией 
поверхности, не является более ребром возврата, она 
будет линией сжатия *). 

Легко найти, что уравнение, устанавливающее со- 
отношение, которое должно существовать между че- 
тырьмя количествами @, $, ф, п, для того чтобы 
радикал уничтожался, есть: 

[а (ф'ф’-Е ФФ" пе) — №] 
| 12 [42 (у -- ф" - т?) — #*— 0, 
где для краткости положено 
р — апр. 

Это соотношение служит для устранения одной из 
трех функций ч, Фф, п. Следовательно, для этого 
частного случая интегральное уравнение должно со- 
держать лишь две из трех функций 9, $, п, и соот- 
ветствующее уравнение в частных диференциалах, 
свободное от всяких произвольных функций, должно 
быть лишь второго порядка. Но только что найден- 
ное нами уравнение в переменных @, $, Ф, т не яв- 
ляется алгебраическим; это есть уравнение в обыкно- 
венных диференциалах второго порядка; следовательно, 
нельзя при его помощи исключить одну из трех про- 
извольных функций и две ее производные, если не 
пролифезенцировать в обыкновенных диференциалах 
другие приналлежащие поверхности уравнения. Дифе- 
ренциальное уравнение в этом частном случае должно 
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быть, следовательно, уравнением в смешанных дифе- 
ренциалах, обыкновенных и Частных. Я возвращусь 
к этой поверхности и рассмотрю ее более детально, 
когда возьму ее в качестве примера в том мемуаре 
об уравнениях в смешанных диференциалах, который 
будет мною опубликован. 


М 


Если некоторая поверхность является поверхностью 
первого порядка или, лучше сказать, если уравнение 
ее огибаемой содержит только одну произвольную 
функцию а, то ее ребро возврата всегда может быть 
выражено одним уравнением в обыкновенных дифе- 
ренциалах, свободным от @ и его функции. В самом 
деле, пусть /М-==0 — уравнение огибаемой, которое 
содержит только х, у, 2, @, фа; интегральные урав- 
нения ребра возврата будут: 


М=0, 
(4. )=0, 
(и) =0. 


Следовательно, два первых уравнения можно дифе- 
ренцировать, считая а постоянным; эти два первых 
уравнения и их уравнения в обыкновенных диферен- 
циалах булут содержать из количеств, зависящих от 
а, только а, фа, $'а; мы всегла можем, следовательно, 
исключить эти три количества из четырех уравнений, 
и результирующее уравнение в обыкновенных диферен- 
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циалах будет общим уравнением ребер возврата всех 
поверхностей, произведенных определенным способом 
образования; оно будет включать в качестве частного 
случая все характеристики этих поверхностей. 

Для поверхностей более высоких порядков, как, 
наприхер, для поверхности, которую мы сейчас рас- 
сматриваем, для которой уравнение огибаемой содер- 
жит более одной произвольной функции а, вообще 
говоря, невозможно исключить все функции, как бы 
мы далеко ни шли в диференцировании, ибо каждое 
диференцирование вводит новые производные, и для 
ребра возврата можно иметь лишь смешанное уравне- 
ние, свободное от а и всех его функций; это урав- 
нение булет содержать как обыкновенные дифергнци- 
алы, так и конечные разности. Причина этого в нашем, 
например, случае лежит в том, что, для того чтобы 
точка принадлежала ребру возврата, недостаточно, 
чтобы каждая из точек ребра определялась пересече- 
нием двух окружностей последовательных кругов с 
переменным радиусом, ибо, если бы мы двигали круг 
переменного радиуса таким образом, чтобы он был 
постоянно касательным к одной и той же данной 
кривой, то его окружность не образовала бы поверх- 
ности, которой мы здесь занимаемся. Нужно, чтобы 
окружности двух последовательных кругов пересека- 
лись в двух точках и чтобы эти две точки находи- 
лись на обеих ветвях ребра возврата. В диферен- 
циальном уравнении этого ребра мы должны, следо- 
вательно, рассматривать одновременно две точки, 
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находящиеся друг от друга на конечном расстоянии, 
что необходимо вводит конечные разности. В ме- 
муаре, где я займусь построением смешанных уравнений, 
содержащих обыкновенные и конечные диференциалы 
разности, ребро возврата, о котором здесь идет речь, 
естественно войдет в качестве примера. 


УП 


Чтобы найти непосредственно уравнения поверхности 

в частных диференциалах первого порядка, нужно 
выразить общее свойство касательной плоскости или 
нормали; но поверхность, очевидно, обладает тем 
свойством, что если в некоторой ее точке провести 
к ней нормаль, то эта прямая, являющаяся также 
нормалью и к огибаемой сфере, которой поверхность 
касается в этой точке, пройдет через центр сферы. 
Но если обозначить через х', у’, 2' координаты пере- 
менной точки нормали, то уравнения этой прямой, 
как известно, будут: 

м—х-р(2 — 2) =0, 

У 0: 
так как нормаль должна пройти через центр сферы, 
координаты которого фа, Фа, па, то эти два уравне- 
ния должны удовлетворяться для поверхности, когда 
вместо х’ У, 2’ будут подставлены соответственно 
значения у, Ф, п; следовательно, будем иметь: 


х—Ф-р(2— п) =0, 
у—Ф-Ече—пт=0. 


524 ГАСПАР МОНЖ 


Определяя из этих двух уравнений и уравнения сфе- 
ры значения х, у, = и полагая для краткости 
т ==, 
будем иметь три уравнения: 
(х—ФА-- ар==0, 
(у—® #940, 
(= — п) Е—а—=0, 
в которых содержатся три уравнения поверхности 
в частных диференциалах первого порядка; именно, 
если взять эти три уравнения попарно, что можно 
сделать тремя различными способами, то результат 
исключения а из каждой из этих трех систем будет 
одним из трех диференциальных уравнений первого 
порядка. Таким образом эти три уравнения будут: 
первое — результат. исключения а из двух уравнений: 


(х—ФА--ар==0, 


(уУ—ФЕ- а9=0; 
второе — результат исключения @ из двух следующих: 
(у-фЕ-ар==0, 


(2—пЕ—а==0, 
и третье — результат исключения а из двух остальных: 
(2—ПАЕ—а==0, 
(х— ФЕ ар =0, 
откуда мы видим, что каждое из этих трех диферен- 
циальных уравнений свободно от одной из трех про- 
извольных функций ф, Ф, п. 


т 
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УШ 

Так как все нормали к поверхности, проведенные 
через точки образующей, рассматриваемой в некото- 
ром фиксированном ее положении, проходят через 
одну и ту же точку, являющуюся центром соответ- 
ствующей сферы, то образующая обладает тем свой- 
ством, что нормали, проходящие через две после- 
довательные ее точки, лежат в одной плоскости; это 
есть, следовательно, линия одной из кривизн поверх- 
ности. Следовательно, межлу поверхностью, которую 
мы здесь рассматриваем, и тою, которая служила прел- 
метом изложения в предыдущем параграфе, существует 
то сходство, что как для одной, так и для другой 
линия одной из кривизн является плоской кривой; од- 
нако между ними существует то различие, что лля 
предылущей поверхности плоскость этой линии кри- 
визны содержит все нормали, которые проходят через 
различные точки, тогда как для поверхности, здесь 
рассматриваемой, эта плоскость не содержит ни одной 
нормали. Геометрическое место нормалей, проходящих 
через одну и ту же плоскую линию кривизны, есть 
поверхность конуса с круговым основанием, вершина 
которого находится. в центре сферы и основание ко- 
торого расположено в плоскости линий кривизны. 


ГХ 


Для всех точек одной и той же плоской линии 
кривизны центр этой кривизны есть не что иное, как 
центр огибаемой сферы: следовательно, на рассмат- 
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риваемой поверхности геометрическое место центров 
одной из кривизн перестает быть кривой поверхно- 
стью; оно сводится к кривой линии, пробегаемой 
центром подвижной сферы, как это имеет место и 
для поверхностей вращения, представляющих собой 
частный случай этой поверхности. 


Хх 


На основании изложенного легко найти из геомет- 
рических соображений три уравнения в частных ди- 
ференциалах второго порядка, ибо очевидно, что для 
всех точек плоской линии кривизны радиус этой 
кривизны постоянен и равен радиусу огибаемой сферы, 
который мы обозначали через а. Но общее выраже- 
ние радиуса кривизны есть 


Юн) На-На (1-0; 


следовательно, определяя из этого уравнения выраже- 
ние А и подставляя его вместо @ в три уравнения в 
первых диференциалах, получим три уравнения во 
вторых частных диференциалах: 


(КЕ рЮ=0, 
(у— фЮЕ- 9 =0, 
(=—пА)Е— Ю==0; 
уравнения эти имеют место раздельно друг от друга, 


и каждое из них содержит только одну произвольную 
функцию. 
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Это те же уравнения, которые мы получили бы в 
результате частного диференцирования трех уравне- 
ний в первых диференциалах. 


Я 


Уравнения в частных диференциалах третьего по- 
рядка выражают свойства кривых поверхностей, от- 
носящиеся к изменениям их линий кривизны или их 
радиусов кривизны; но относительно этих изменений 
рассматриваемая нами поверхность обладает, ‘очевидно, 
тем свойством, что для всех точек плоской линии 
кривизны радиус той же кривизны постоднен; этим 
поверхность наша  противополагается поверхности 
предыдущего параграфа, для которой радиус плоской 
кривизны постоянен для всех точек другой кривизны. 
Представим в виде 


Аах-+ Вау=0 


общее уравнение линий кривизны, которое было нами 
привелено в разделе ХГ, предыдущего параграфа и в 
котором знак радикала должен отличаться от знака, 
который входит в выражение радиуса кривизны А 
для того, чтобы радиус и кривая принадлежали одной 
и той же кривизне; из предыдущего вытекает, что 


а 
если дать я значение, которое получается для него из 


этого уравнения, то радиус кривизны будет постоянен, 
т. е. мы будем иметь: 


аю =о0 
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или 
} аю 
— } ах (“) —0. 

(°- не ау 0 
Следовательно, будем иметь для всех точек нашей 
поверхности уравнение: 

аК аю 
в (48) 4 (1) 0 
ах ду 0 

Если мы выполним частные диференцирования, ука- 
занные в этом уравнении, то получим для поверх- 
ности одно уравнение в частных диференциалах 
третьего порядка. 

ХИ 

Для того чтобы выполнить частные диференцирова- 
ния предшествующего параграфа и притти к более 
упорядоченному результату, я сызнова займусь разы- 
сканием линий и радиусов кривизны. 

Уравнения нормали в переменных х’, у’, 2', как 
известно, суть: 

м—хр(2’ — =) =0, 

! } = 

У—фУ-Ч( — 2 =0. 

Рассмотрим две последовательные нормали, лежа- 
щие в одной плоскости, в которой они пересекаются; 
пролиференцируем два предыдущих уравнения, рас- 
сматривая х’, у’, 2’ как постоянные; это дает: 

ах р — (= —э7 49 — (#— 2) 0, 

ах [ра — (2 — 2) 1 + ау [1 -{ 42 — (2—2) =0; 

4у 


если мы булем считать, что Ях имеет то значение, 
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которое ссответствует линии кривизны, через кото- 
рую проходят две последовательные нормали, и будем 
считать, что координаты х’, у, 2’ суть координаты 
точки встречи двух нормалей, т. е. координаты 
центра кривизны, то мы будем” иметь: 


же — 2 = 


ИЛИ 


по подстановке этого значения 2—2 в два дифе- 
ренциальных уравнения последние принимают вид: 


хе кА — "+4 (9—5) =0, 
ах (ре — ®) + (1+#—#)=0. 


Если теперь положить для краткостн *) 
| Юг (1+ ЕА, 
Кб — раЁ =В, 
© — (1-4) 8 =С, 


то уравнение проекции линии кривизны может быть 
представлено в любом . из следующих двух видов: 


А4х-- В4у—=0, Вах Сау=0; 


ау 
исключая из этих уравнений ‚ мы будем иметь урав- 


йх 
нение, которое даст значение радиуса той же 


кривизны: 
АС — В*—0. 


34 Г. Монж. 
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Частным диференцированием этого уравнения мы и 


найдем выражения ((^), (=) 


хШ 
Уравнение, получаемое обыкновенным диференци- 
рованием уравнения АС— В? —0, есть: 


саа—звав {+ Аас=9, 


или, по подстановке вместо 4А, аВ,.АС их выраже- 
ний, получим: 


аЮ (Сг— 285 -- А -- (С4г—28 44 А— 
— 28 [Срар — В (рад -|- вар) + Ач 44] — 
— а [(1 { р) С— 2рав- (1+ 9) 4]- 
Следовательно, если положим 
ат иах | шау, 
45=—ш ах вау, 
@ — шах | оау, 
то два уравнения, получаемые частгым диференциро- 
ванием исходного уравнения, будут: 
(17) (С’— 286 + АВ + Ю (Си— ЗВш - Аш) — 
— 2 [Сру— В (аг | рз) | 49$] — 
РРР) С—2р9В-- (1-9) А] = 0, 
(7 ) (©— 28$ - А9 -- ®(Сш—2Вш + Аз) — 


— 2 м В (45 - р) | 498 — 
РЕ +2) С—рав + +9) 4 =0. 
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Чтобы подставить выражения (“5 и (4 ) в 
аю ( аЮ ) 
В ( =) —А д) =0, 
нужно умножить первое на В, второе на А и произ- 
вести вычитание; это дает следующее уравнение В 
частных диференциалах третьего порядка: 

в Е -НАВю 
—АСш 2АВи- А’ 
ри реа ео Ю +29) С— 2рев+ (14-9) А 


} 22 (Вр— А9)(С#—2В5-+ А) } : И 
=0. 


Но из трех членов, из которых это уравнение со- 
ставлено, второй равен удвоенному третьему. В самом 
деле, если из уравнений, которые дают значения А, 
В, С, определить выражения 1 -{ р?, ра, Г + 9? и 
подставить их в последний множитель третьего члена, 
то найдем в силу АС — В*=0: 


0+7)С—28ВР9-+ а +98) д=^ (СГ— 288 + АВ; 


определяя из тех же уравнений выражения у, $, Ё и 
подставляя последние в первый множитель того же 
члена, найдем: 

а. —(Вр— 29) Е : 
следовательно, третий член уравнения в частных ди- 
ференциалах третьего порядка будет: 


—А(Вр— 44) (Сг— 285 + Ай 
и, следовательно, будет равен половине второго члена; 
таким образом, произведя упрощения и устранив С 
34* 
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посредством АС — В? = 0, приведем уравнение к виду: 


Ю (ВЗи — ЗВ?Аш-- ЗВА*и— АЗ) — | сей 
— ЗА (Вр — 49) (В?"7—2АВ$ -| АЗ) | ) 
и остаегся только подставить вместо А и В их вы за- 
жения, которые содержат частные  диференциалы 
второго порядка. 
МУ 
Если бы требовалось Интегрировать это уравнение, 
то это можно было бы сделать очень легко благодаря 
его простоте. В самом деле, уравнение проекции 
характеристики есть 


Вз 4уз -|- ЗВ2А ду? ах | ЗВА?*4уах?-|- АЗахз = 0; 
оно представляет собою полный куб, корнем кото- 
рого служит уравнение 

Вау-|- Аах=0 
или, в силу того, что АС — В*=0: 

са, вах ==0; 
из этого следует, что поверхность“ имеет только одну 
характеристику и что количество, которое должно 
входить в три произвольные функции, пополняющие 
ее конечный интеграл, одно и то же. 

После подстановки выражений 4, В, С в эти 
уравнения они примут вид: 

(Юз — рав) ау-{ [к — (1 -- р) Нах ==0, 
(КЕШ (-) #] 4 - (К — Р4® ах=0, 
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или 

Рар-— к(ах-- ра2) =0, 

Ю 494 — (ау +942) = 0 
исключая из этих уравнений количество А, мы най- 
дем, что для характеристики имеет место уравнение: 


(Чу-- 942) ар== (ах + р42) 44, 
которое представляет собою общее уравнение линии 
кривизны; следовательно, характеристика является 
одной из линий кривизны поверхности. 
Если из двух уравнений 
вар ^(4х-- раг)=0, 
Ю 99 —2 (4у-- 42) =0 


4: —рах-—дау=0 


опреде им выражения 4х, 4у, 4г, то найдем уравнения: 


г Р. 
ах=Кар, } 
ду=раТ, 

1 
4г=—КаХ, 


которые при условии, что Ю — постоянное, представ- 
ляют собою полные диференциалы. Но эти три урав- 
нения имеют место для характеристики; следовательно, 
для всех точек этой кривой количество А постоянно *); 
поэтому, интегрируя эти три уравнения и пополняя 
каждое произвольной функцией количества Ю, кото- 
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рое мы считали постоянным, мы будем иметь для кри. 
вой поверхности три раздельные первые интеграла: 


х—чЮ=Ю+, 
у—фю=АТ, 
2—п=—Ю-, 


в которые нужно подставить вместо Ю выпажение ра- 
диуса кривизны, содержащее частные диференциалы 
второго порядка. 

Так как одно только количество А в этих урав- 
нениях содержит частные диференциалы второго по- 
рядка, то очевидно, что если мы исключим Ю из 
каких-либо двух из этих уравнений, то результат бу- 
дёт содержать только частные диференциалы первого по- 
рядка и две произвольные функции; этот результат будет, 
следовательно, одним из вторых интегралов. Исклю- 
чение, о котором здесь идет речь, не может быть 
выполнено, пока функции, содержащие АЮ, произ- 
вольны, оно может быть только указано. Слелова- 
тельно, три вторые интеграла являются результатами 
исключения неопределенного количества А из трех 
прелыдущих уравнений, рассматриваемых попарно; 
это может быть сделано тремя различными способами. 

Наконец, если мы составим сумму трех квадратов 
предыдущих уравнений, то найдем: 


(= — К? 4 (у — 24 (#— пк) 


это — уравнение огибаемой, движущейся в силу изме- 
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нения неопределенного количества Ю. Конечное ин- 
тегральное уравнение есть, следовательно, результат 
исключения Ю из этого уравнеиия и того, которое 
получается его диференцированием в предположении, 
что Ю — единственное переменное. 


ХУ 


Уравнение в частных диференциалах третьего *} по- 
рядка, которым мы только что занимались, принадле- 
жит поверхности, имеющей только одну характери- 
стику, а конечный интеграл огибаемой содержит ко- 
личества х, у, фа, Фа только в скобках (х — 92), 
(у— Фа}; поэтому это уравнение может бычь интегри- 
руемо доугим. способем, который я не хочу обойти 
молчанием, потому что он пригоден и для всех дру- 
гих уравнений, которые принадлежат к тому же типу 
и имеют порядок выше первого. 

Мы видели, что уравнение характеристики, выве- 
денное из уравнения третьего порядка, есть одно из 
двух следующих уравнений: 


Вау-|- Адх—=0, Сау-+ Вах=0; 


В х 
подставляя вместо - его значение в исходное 


А 
уравнение, мы приведем последнее к виду: 
Ю (пахз { Зш ах? 4у-- Зи ахау? -- о4уз) — 
— ЗА (рах-|- 9 4у) (гах? -| 25 ахау-- ау?) 


Если мы будем считать, что это уравнение принад- 
лежит поверхности, а следовательно, и огибаемой, 


—0. 
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так что оба количества 4х и 4у можно считать по- 
стоянными *), то уравнение может быть представлено 
в слелующей форме: 


Ю 432 — ЗЕ 4г 942 == 0. 


Затем из двух уравнений характеристики, умножая пер- 
вое уравнение на 4х, второе на 4у и складывая, полу- 
чаем уравнение: 


С ау? 2В ахау-| Аах?-==0, 

которое после подстановки выражений А, В, С дает: 
Ю (тах -| 25 ах ду ау) — 

— АКИ + р?) ах? - 2р9 ах ау-{- (1-Е 49 4 


или 


|= 


Юа42 — # (ах -- ау + 42?) =0. 
< 
Исключая при помощи этого уравнения р из другого 
уравнения в обыкновенных диференциалах количества. 
2, мы находим для поверхности; а следовательно, и 
для огибаемой, уравнение в обыкновенных диферен- 
циалах третьего порядка: 


(4х? -- Зу?-| 42?) 482 — За 44г? —=0; 


при наличии небольшого навыка можно легко заме- 
тить, что это есть общее уравнение сферы произволь- 
ного радиуса с центром, произвольно расположенным 
В пространстве; но-лаже если мы этого не заметили бы, 
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то мы легко получили бы- интеграл этого уравнения, 
так .как он есть не что иное, как уравнение 


ах на? + аг ) 
аки ,) 0 
интеграл которого, пополненный произвольной по- 
стоянной 8, есть: 


4х2 + ау?-| 422 -| (2—8) 442==0. 


Так как 4х и 4у мы считаем постоянными, то этот 
интеграл также является полным длиференциалом, ко- 
торый может быть представлен в следующем виле: 


@[хах | уау-- (2—9) 12] == 0; 


интеграл последнего уравнения лолжен быть пополнен 
количеством вида Вах-|- уу, так как 4х и ду рас- 
сматривались оба как постоянные при диференциро- 
вании; следовательно, второй интеграл булет: 


(х—Вах- (бу а- (2—9 42==0, 


где Ви ]-— два новые произвольные постоянные, 
ввеленные интегрированием; таким же образом тре- 
тий интеграл уравнения огибаемой будет: 


и — Б-Р ева. 


Но поверхность, которой принадлежит исходное 
уравнение, имеет только одну характеристику; слело- 
вательно, из четырех произвольных постоянных, ко- 
торые содержит прелыдущий интеграл, какие-либо 
три являются произвольными функциями Четвертого; 
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следовательно, интегральное уравнение огибаемой, 
которую мы считаем движущейся в силу изменения 
ее раднуса, есть 
(х — фа)? -- (у— фа)? - (2 — пар =а?; 

следовательно, интегральное уравнение огибающей 
есть результат исключения а из этого уравнения и 
того, которое получается его диференцированием в 
предположении, что @ есть елинственное переменное. 


хм 

Если некоторая кривая поверхность имеет только 
одну характеристику, т. е. если произвольные функ- 
ции, которые пополняют ее интегральное уравнение, 
составлены из сдного и того же количества а, то 
всегда возможно определить, каков должен быть вид 
всех этих функций, для того чтобы поверхность про- 
ходила через соответствующее число произвольно 
заданных в пространстве кривых или касалась соот- 
ветствующего числа данных кривых поверхностей. Но 
так как этот процесс несколько сложен, то я изложу 
ход его для олного и для другого случая. 


ХУИ 
Даны три произвольные кривые в пространстве; 
определить вид произвольных функций, которые вхо- 
дят в интеграл, так, чтобы поверхность проходила че- 
рез эти три кривые, или — что то же — чтобы оги- 
баемая при своем движении была постоянно касательна 
к этим трем кривым. 
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Прелставим два уравнения, дающие интеграл в виде: 


ро, (47) =0. 


Затем пусть 

М==0, №=0 
— лва данные уравнения в переменных х, у, 2 первой 
из трех кривых, через которые должна пройти по- 
верхность. Если мы рассмотрим одновременно три 
уравнения: 

[=0, М=0, М№М=0, 
т. е. если мы будем считать, что координаты х, у, 2 
имеют в этих уравнениях соответственно равные зна- 
чения, то они будут координатами точки, общей для 
огибаемой и для кривой; но не достаточно, чтобы эта 
точка была общей для кривой и для поверхности, — 
нужно еще, чтобы это была точка касания; следова- 
тельно, если мы продиференцируем в обыкновенных ди- 
ференциалах эти три уравнения, что для первого даст: 


(х — фа) ах -- (у — фа) ау-{ (2 — па) 42 =0 
и для двух других: 
Ххах- ау + 7! 42=0, 
Х”ах {- У’ ду + 7" 42=0, 
где шесть кбэфициентов известны и даны диференци- 
рованием, то нужно, чтобы каждое из двух коли- 
честв ах и т, определяющих направление касатель- 


ной к кривой, имело одно и то же значение в этих 
трех уравнениях; следовательно, если мы исключим 
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эти два количества из трех уравнений, то будем иметь 
в переменных х,у,2, $, ф, п уравнение, которое 
я представлю в виде: 

@—=0 


и которое должно иметь место для того, чтобы кри- 
вая и огибаемая касались друг друга в рассматриваемой 
точке. Таким образом будем иметь между тремя ко- 
ординатами этой точки четыре уравнения: 


[==0, М=0, №=0, В=0. 


Следовательно, если исключим из них три координаты 
х, у, 2 точки касания, то будем иметь одно уравне- 
ние в переменных а, ча, фа, па, которое я пред- 


ставлю в виде: 
Н=0; 


оно будет выражать соотношение, которое должно 
иметь место между тремя произвольными функциямы, 
для того чтобы огибаемая касалась пёрвой кривой в 
некоторой точке. 

Если теперь с каждой из лвух других данных кри- 
вых, через которую должиа пройти поверхность, про- 
извести аналогичные операции, то будем иметь два 
других уравнения также в переменных а, фа, Фа, па: 


М —0, Н”==0, 


дающие соотношения, которые должны иметь место 
между прэизвольными функциями, для того чтобы 
огибаемая касалась каждой из этих кривых. 
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Но не достаточно, чтобы огибазмая касалась каж- 
дой из трех кривых; нужно, чтобы это касание имело 
место в продолжение всего ее движения, т. е. нужно, 
чтобы соотношения, только что полученные нами, не 
нарушались, когда @ изменяется; следовательно, нужно, 
чтобы еще имели место уравнения: 


АН =0, 
аН' = 0, 
ан" =0, 


которые будут содержать количества а, фа, фа, па, 
Фа, а, а. Мы будем иметь, следовательно, между 
семью количествами восемь уравнений: 


р=е, (1) 0 
Н=0, ан =0, 
н—о, аР'-50, 


В" =0,  аН’=0. 


Следовательно, исключая семь количеств из восьми 
уравнений, найдем в переменных х, у, г уравнение, 
свободное от а и всех произвольных функций, кото- 
рое’ будет уравнением искомой поверхности. 


ХУШ 


Три произвольные кривые поверхности даны в про- 
странстве; определить вид, который должны иметь 
произвольные функции в интегральном уравнении для 
того, чтобы образуемая поверхность касалась каждой 
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из данных поверхностей по кривой касания, т. е. 
чтобы огибаемая при своем движении постояино ка- 
салась этих трех говерхностей. 

Представим снова в виде 


ТЯ 
Е—=0, (“:) —0 
два уравнения, дающие интеграл, и пусть будет 
М=0 


данное уравнение одной из трех поверхностей, ко- 
торых должна касаться образуемая поверхность. Если 
огибаемая и данная поверхность касаются друг друга 
в некоторой точке, то не только координаты х, у, 2 
этой точки удовлетворят двум уравнениям: 

Е=0, М —0, 
но и каса‘ельная плоскость в этой точке к одной из 
поверхностей совпадет с касательной плоскостью к 
другой поверхности в той же точке; итак, произведем 
частное диференцирование уравнений этих двух по- 
вер‹ностей, что для первой даст: 


и для второй: 


где Ри О выражены через х, у, = при помоши ди- 
ференцирования; выражения ри 4, даваемые этими 
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двумя уравнениями, должны быть соответственно равны 
между собой; это даст два уравнения: 


х—ча--Р(2— па) ==0, 
у—фа- 9 (= — па) = 0. 


Следовательно, будем иметь между координатами х, у, 
2 точки касания четыре уравнения, т. е. два преды- 
дущие и кроме того 

Г=0, М==0; 


если из этих четырех уравнений исключить три ко- 
ординаты, то будем иметь одно уравнение в перемен- 
ных а, фа, фа, па, которое я представлю в виде: 


Н=0, 


выражающее соотношение, которое должно иметь место 
между тремя произвольными функциями, для того что- 
бы огибаемая касалась первой из трех данных поверх- 
ностей в некоторой точке. 

Поступая аналогичным образом с каждой из двух 
других данных поверхностей, будем иметь в перемен- 
ных @, фа, Фа, па еще два уравнения: 


Н =0, Н"= 0, 


выражающие соотношения, которые должны иметь 
место между тремя произвольными функциями, для 
того чтобы огибаемая касалась также двух других 
поверхностей. Но не достаточно того, чтобы эти три 
касания существовали при одном определенном поло- 
жении огибаемой, нужно, чтобы они продолжали 
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существовать и тогда, кода огибаемая движется, т. е. 
нужно, чтобы три соотношения существовали и’тогда, 
когда @ изменяется; следовательно, нужно, чтобы имели 
место еще уравнения: 


аН-=0, а =0, ан” 0. 


Три последние уравнения содержат семь количеств а, 
ча, Фа, па, ча, Фа, та. Но между этими семью 
количествами мы имеем восемь уравнений: 


1-6.) = 


а 
Н=0, ан ==09, 
Н—=0, аН=0, 


Но, аН"=0; 


следовательно, если из этих восьми уравнений исклю- 
чить сещь количеств, то будем иметь одно уравнение 
в переменных х, у, 2, свободное от всяких пронз- 
вольных функций, которое и будет уравнением иско- 
мой поверхности. 


$ ХХУН 


ОБ ЭВОЛЮТАХ, РАДИУСАХ КРИВИЗНЫ И РАЗЧИЧ- 
НОГО РОДА ПЕРЕГИБАХ КРИВЫХ ДВОЯКОИ 
КРИВИЗНЫ. 

Все то, что до сих пор сделано в теории эволют 
кривых вообще, сводится к нахождению эволютг пло- 
ских кривых; да и из бесконечного числа эволют, 
которые может иметь плоская кривая, до сих пор 
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рассматривали только ту, которая находится в той же 
нлоскости, что и сама кривая. В этом параграфе я 
ставлю себе задачей показать, что любая кривая, как 
плоская, так и двоякой кривизны, имеет бесчисленное 
множество эволют, причем все они — кривые двоякой 
кривизны, за исключением одной для случая любой 
плоской кривой; я хочу дать способ найти уравнения 
любой из этих кривых по данным уравнениям ее эволь- 
венты. Таким образом все то, что известно об эволю- 
тах, есть лишь частный случай того, что служит пред- 
метом настоящего параграфа. 


1 


Представим себе прямую, провеленную через центр 
круга перпендикулярно к его плоскости и продолжен- 
ную в обе стороны до бесконечности; всем известно, 
что каждая из точек этой прямой будет находиться на 
равных расстояниях от всех точек окружности; пред- 
ставим. себе, что некоторая вторая прямая, ограничен- 
ная с одной стороны одной из точек окружности, а 
с другой — некоторой точкой перпендикуляра, вра- 
щается вокруг этого перпендикуляра, постоянно об- 
разуя с ним один и тот же угол. Из сказанного сле- 
дует, что при этом подвижный конец прямой опишет 
окружность столь же точно, как если бы мы вращали 
радиус вокруг центра круга в его плоскости. Послел- 
ний способ построения, являющийся лишь частным 
случаем первого, несомненно, лучше, чем первый, дает 
представление о круге, потому что достаточно задать 
35 Г. Монж. 


546 ГАСИАР МОНЖ 


радиус для того, чтобы знать круг, тогда как в первом 
случае недостаточно знать длину вращающейся линии, 
и нужно знать еще или угол, который эта линия об- 
разует с осью, или длнну части оси, заключенной 
между полюсом и плоскостью круга, или вообще ка- 
кое-нибудь эквивалентное данное, так что необходимо 
располагать двумя данными. Но поскольку речь идет 
о построениях в пространстве, а не на постоянной 
плоскости, тем методом, который имел бы некоторое 
преимущество ‚над другим, был бы общий метод, ибо 
если мы возьмем на оси два полюса, расположенные 
по разным сторонам плоскости круга, и проведем че- 
рез две эти точки две прямых, которые пересекутся 
в некоторой точке окружности, если мы, наконец, 
заставим двигаться систему этих двух прямых вокруг 
оси так, чтобы точка их пересечения была неподвиж- 
ной на обеих прямых, то точка опишет точную ок- 
ружность круга, и иам` совершенно не нужно при этом 
заранее знать ту плоскость, в которой эта окружность 
должна находиться, 
| 


Пусть КАар (черт. 1)1) — некоторая кривая двоякой 
кривизны, проведенная в пространстве. Пусть через 
точку А этой кривой проведена плоскость ММОР, 
перпендикулярная к касательной в точке А; пусть точ- 
но так же через бесконечно близкую точку а про- 
ведена плоскость ииОР, перпендикулярная к касатель- 


*) Чертежи этого параграфа находятся на таблице Ш 
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ной в а: эти две плоскости пересекутся по некоторой 
прямой ОР, которая будет осью круга, частью кото- 
рого может считаться малая дуга Аа кривой; таким 
образом, если из точек А и а опустить два перпен- 
дикуляра на эту прямую, то эти равные между собою 
перпенликуляры встретят ее в одной и той же точке 
С, которая будет центром этого круга. Все другие 
точки 2, =',... этой прямой будут находиться каждая 
на равных расстояниях от всех точек бесконечно ма-. 
лой дуги Ла и могут быть, следовательно, рассмат- 
риваемы как их полюсы. Таким образом, если из любой 
точки & этой оси провести две прямые к точкам А 
и а, то прямые 2А и ва будут равны между собой 
и образуют с осью углы А2О и а50О, равные между 
собой: таким образом: 1) если бы мы хотели опре- 
делить кривизну кривой в точке А, то нужно было 
бы задать длину радиуса АС соприкасающегося' круга; 
2) если бы мы захотели определить направление кри- 
визны, нужно было бы задать положение центра О в 
пространстве. Но если бы требовалось просто описать 
малую лугу, то было бы достаточно либо вращать 
прямую АС вокруг оси, не` изменяя угла АгО, обра- 
зуемого прямой с осью, либо вращать радиус АС 
перпендикулярно к этой оси. 


Ш 


Отсюда следует, что прямую ОР можно рассматри- 
вать как линию полюсов элемента Аа; что центр С 
кривизны этого элемента ‘есть тот из его полюсов, 
35* 
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расстояние которого от элемента есть шийтит; нако- 
нец, что его радиус кривизны есть пернендикуляр АЦ, 
опущенный из элемента на линию полюсов. 


| 

Если теперь мы поступим со всеми точками кривой 
двоякой кривизны так же, как мы поступили с одним 
из ее элементов, т. е. если через все её последователь- 
ные точки А, А!, А", АИ ит. д. (черт. 2) мы проведем 
плоскости /ММОР, каждую перпендикулярно к каса- 
тельной к кривой в той Точке, в которой она ее пе- 
ресекает, то первая из этих плоскостей встретит вто- 
рую по нрямой ОР, которая будет геометрическим 
местом полюсов дуги ДА!; вторая встретит третью по 
прямой О’Р', геометрическому месту полюсов дуги А!А”; 
третья встретит четвертую по прямой О’Р", гео- 
метрическому месту полюсов луги Д”А"", ит. д. Оче- 
видно, что система всех этих прямых пересечения или 
кривая поверхность, которую они в своей совокупно- 
сти образуют, будет геометрическим местом полюсов 
кривой КАД, ибо эта кривая не будет иметь ни од- 
ного полюса, который не находился бы на этой 
поверхности, поверхность же не будет иметь ни одной 
точки, которая не являлась бы полюсом какого-либо 
из элементов кривой. 


У 
Хотя природа этой кривой поверхности всецело 


зависит от природы кривой КАО, однако все позерх- 
ности, образованные таким способом, обладают не- 
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которым общим свойством, независимым для каждой 
из них от частной кривой, которая послужила для ее 
образования. Это свойство состоит в том, что эти 
поверхности, подобно цилиндрическим и коническим 
поверхностям с произвольными основаниями, мотут 
быть развернуты на плоскость без складок и без раз- 
рывов непрерывности. В самом ‘деле, грани ОРР’О’, 
из которых составлена поверхность черт» 2, представ- 
зяют собою бесконечно узкие и бесконечно длинные 
части плоскостей, последовательно пересекающихся по 
прямым линиям. Можно ‘теперь всегда вообразить, 
что первая грань ОРР'О' вращается вокруг прямой 
ОР, как вокруг шарнира, до тех пор, пока она не 
совпадет с плоскостью следующей гранн О'Р'Р”О"; 
представнм далее, что вся система вращается затем 
вокруг О”Р”, составляя как бы одну плоскость, до тех 
пор, пока она не попадет в плоскость третьей грани 
О’Р"Р"О", и т. д.; отсюда видно, что ничто не 
мешает всем элементам поверхности наложиться без 
складок на плоскость. 

Следовательно, поверхность полюсов любой кри- 
вой двоякой кривизны всегла является развертываю- 
щейся поверхностью. 


М 


Некоторая кривая, плоская или двоякой кривизны, 
имеет бесконечное множество эволют, геометри- 
цеское место которых есть также поверхность 
полюсов этой кривой. 
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Доказательство. Из той точки А кривой, через 
которую проходит первая нормальная плоскость МЛОР, 
проведем в этой плоскости по произвольному направ- 
лению прямую Дг и продолжим ее до встречи с се- 
чением ОР, которое она пересечет в некоторой точке 
2; через точки А! и & проведем во второй нормальной 
плоскости прямую А! и продолжим ее до встречи с. 
сечением О’Р’ в точке 5'; точно так же проведем 
А’ и т. д.;я утверждаю, что кривая, проходящая 
через все точки 5, ©, &",..., есть одна из эволют 
кривой КАД; ибо 1) все прямые Ая, Ак, АПа",.., 
являются касательными к кривой 2сю'0”..., так как они 
являются продолжениями элементов этой кривой; 2) если 
мы представим, что первая прямая Ах вращается. 
вокруг точки = до совпадения со следующей прямой 
А'5, то она продолжает оставаться касательной к кри- 
вой 28'5"..., и ее конец А, пробежав дугу ДА’, сов-. 
падет с концом 4' второй прямой. Если таким же 
образом вращать вторую линию А’ю’ вокруг точки &' 
до совпадения ее с третьей 4”5', то она будет про- 


должать касаться кривой 22'0”..., и ее конец Д! не 
сойдет с дуги А!” и т. д. Следовательно, кривая 
225”... будет обладать тем свойством, что если мы 


представим, что одна из ее касательных вращается 
вокруг этой кривой, оставаясь все время к ней каса- 
тельной и не передвигаясь вдоль нее, то одна из то- 
чек этой касательной опишет кривую КАД; следова- 
тельно, она является одной из ее эволют. Но напра- 
вление первой прямой Ах произвольно, и по какому 
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бы другому направлению мы ни провели ее нормаль- 
ной плоскости, мы всегда нашли бы другую кривую 
225"... , которая также была бы одной из эволют кри- 
вой КАД; следовательно, всякая кривая имеет бесчис- 
ленное множество эволют, и все эти эволюты расположе- 
ны на развертывающейся поверхности, являющейся гео- 
метрическим местом ее полюсов; но эта новерхность 
содержит все нолюсы кривой и является, следовательно, 
единственной поверхностью, на которой лежат эволюты; 
таким образом она является их геометрическим местом. 


УП 


Заметим, что все плоскости ММОР являются 
касательными к развертывающейся поверхности, так 
как каждая Мз них есть продолжение одного из ее 
элементов; поэтому прямая Ад, которая во все момен- 
ты своего‘ движения находится в одной из этих пло- 
скостей, также должна быть касательной к этой 
поверхности. 


УШ 


Если из точки А опустить на ОР перпендикуляр 
АС, из точки А' на О’Р' — перпендикуляр А’С’, из 
точки 4” на О’Р”— перпендикуляр А”Д” и т. д., то 
как мы видели, все точки Ц, 0’, (",... будут цен- 
трами кривизны соответствующих элементов кривой 
КАР; что, следовательно, кривая, проходящая через 
все точки Ц, С', С”, ..., будет геометрическим местом 
Этих центров кривизны. Я утверждаю, что эта кривая 
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может быть одной нз эволют исходной лишь в том 
случае, если исходная кривая плоская; в этом случае она 
прелставляет собой единственную из эволют, которая: 
изучалась до сир пор. Действительно, если некоторая 
кривая есть кривая двоякой кривизны, то две после-. 
довательные касательные к ней, где бы мы их ни взяли, 
лежат в одной плоскости; но три подряд взятые каса- 
тельные уже не могут находиться в одной плоскости: 
следовательно, три последовательные плоскости, нор- 
мальные к кривой, не могут быть перпендикулярны 
к одной и той же плоскости, и, следовательно, пе- 
ресечение первой и второй не будет параллельно пе- 
ресечению второй и третьей. Следовательно, для кривой 
двоякой кривизны прямые ОР, О'Р', О"Р”,...не могут 
быть параллельны между собой. 

Далее, так как прямая АС пернендикулярна к ОР, 
тои прямая А’С будет также к ней перпендикулярна, 
но продолженная до точки А, не пересечет в ней О'Р 
перпендикулярно, следовательно, она будет отлична 
от прямой А'С’, проведенной перпендикулярно от точки 
А' ва прямую О’Р’. Следовательно, две послелователь- 
ные прямые АС и А!’ не встречаются с прямой ОР 
в одной и той же точке; но две прямые, нахолящиеся 
в различных плоскостях, могут встречаться лишь на 
линии пересечения двух плоскостей, в которых они 
лежат; следовательно, прямые А@ и А!С! не встреча- 
ются и, значит, не лежат в одной плоскости. Так же 
обстоит дело и с рядом прямых А!С', А”С", А"'('",..., 
взятых последовательно попарно; следовательно, все 
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эти прямые не могут быть последовательными каса- 
тельными к одной и той же кривой. Отсюда также 
следует, что если через две последовательные точки 
и 0' проведем прямую, которая будет касательной 
к кривой СС’О”..,, то эта прямая не пройдет через 
точку А!; но поскольку она находится на второй нор- 
мальной плоскости, она может пересечь кривую КАР 
только в точке 4’, где кривую пересекает сама плос- 
кость; следовательно, кривая СС’Д”... обладает тем 
свойством, что ни одна из ее касательных при продолже- 
нии не встретит кривой КАД; следовательно, она не 
может быть одной из эволют кривой КАР. 

Еслн бы кривая КАД была плоской, то все прямые 
ОР, О’Р!, О”Р",... были бы перпендикулярны к плоско- 
сти кривой и, следовательно, параллельны между со- 
бой. Прямые АС, Д'Ц', А”Д”,... находились бы все в 
плоскости кривой и встречались бы последовательно на 
кривой СС’О”..., к которой они' были бы касатель- 
ными; очевидно, чт эта кривая была бы тогда нё чем 
иным, как той кривой, которая до сих пор име- 
новалась эволютой кривой КАД. 


[4 


Мы получим одну из эволют любой кризой, пло- 
ской или двоякой кривизны, если через одну из ее 
точек по произвольному направлению проведем каса- 
тельную к развертывающейся поверхности, являю- 
щейся геометрическим местом полюсов кривой, и если 
затем будем свободно изгибать на эту поверхность 
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продолжение этой касательной, другими словами, 
кривая 25'е”. .. есть та кривая, которую образует на по- 
верхности ОРР"'О" прямая, свободно изогнутая на эту 
поверхность и направленная в начальный момент по Ар *). 

Чтобы доказать это, посмотрим, что происходит 
с прямой или с нитью, которая свободно` изгибается 
на поверхность. Можно считать, что эта нить либо 
имеет бесконечно малую ширину, т. е. считать ее бес- 
конечно узкой лентой, либо что она не имеет ника- 
кой ширины. Пусть ОР, Р"О” (черт. Зи 4) — два 
плоских элемента или две последовательные грани не- 
которой кривой поверхности, соединенные бесконечно 
малой прямой О’Р’. Пусть в первом случае АВС 
(черт. 3) — бесконечно узкая лента, приложенная к ол- 
ному из этих элементов в каком-либо направлении; 
ясно, что часть ВС может приближаться к следующему 
элементу, чтобы затем наложиться на него, лишь сде- 
лав часть оборота вокруг Вф или О’Р’;а так как этот 
оборот должен совершаться свободно, что означает, 
что эта лента должна всеми своими точками касаться 
поверхности, то угол РВС должен оставаться по- 
стоянным; следовательно, лента займет такое положе- 
ние ВС, что угол РВС будет равен углу О’ВА. Во 
втором случае (черт. 4) пусть АВС — нить, протяну- 
тая через общее ребро О’Р двух элементов поверх- 
ности; так как эта нить не имеет никакого движения, 
то она должна быть одинаково натянута с обоих ее 
концов, и можно по ту и другую стороны точки В 
взять равные прямые ВА и ВС, изображающие эти 
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натяжения. Каждую из этих двух сил можно разло- 
жить на две другие, одну параллельную и другую 
перпендикулярную О’Р’; опустив из точек’ А и С пер- 
пендикуляры на О’Р’, мы представим эти четыре силы 
отрезками АР, ВО, ВЕ и СЕ\Так как нить находится 
в равновесии, то точка В не имеет движения ни по 
направлению к О’, ни по направлению к 2’; мы будем, 


следовательно, иметь: 
ВО = ВЕ, 
следовательно, 
угол ЕВС = углу АВР. 


Итак, каким бы образом мы ни рассматривали линию, 
образуемую на кривой поверхности свободно сгибае- 
мой прямой, она должна с той и другой стороны обра- 
зовать равные углы с каждым ребром поверхности. 
Но линия 25'6”... (черт. 2) обладает этим свой- 
ством, ибо 
угол А’ 8' О’ == углу А” &' О' == углу Р' д! #', 
и сказанное нами относительно ребра О’Р’ можно 
повторить также и относительно всякого другого 
ребра. Следовательно, кривая 88'2”... есть кривая, 
образуемая на поверхности ОРР"'О"' свободно сги- 
баемой прямой, имеющей в начальный момент на- 
правление Ах; следовательно, и т. д. 
х 

Кривая, образуемая прямой, свободно изогнутой 
на кривую поверхность, есть кратчайшая из всех 
линий, которые можно провести между ее концами 
на этой поверхности. 
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ДоказаАТЕЛЬСТВО. Для доказательства достаточно 
показать, что линия, АВС (черт. 4), т. е. сумма двух 
прямых АВ -|- ВС, короче, чем сумма двух каких-либо 
других прямых АМ-|- МС, проведенных через две 
точки Ди С. 

Пусть 

Ир=а, РЕ=ё, ЕС=си ЕМ-=х; 
тогда 


МС=И-, АМ Их, 


и, следовательно, 
АМ + МСУ И - (6 —х; 


приравнивая нулю результат диференцирования, мы 
получим: 
(6 —х):У®- (6-х) хуя; 
это выражает, чТо в случае ппипипга угол АМР дол- 
жен быть равен углу ЕМС и что, обратно, если эти 
углы равны, то сумма АВ--ВС есть пиийтишт; сле- 
довательно, и т. д. 
Я 


Можно было бы доказать, что каждая эволюта яв- 
ляется кратчайшей из всех линий, которые можно про- 
вести между ее концами на развертывающейся поверхно- 
сти, исходя из других соображений, гораздо более 
простых, ибо, так как мы всюду имеем угол 280! == 
—Р 8", угол 88" О" = Р"’в”" ит. д., то очевидно, 
что если развернуть развертывающуюся поверхность на 
плоскость, то кривая 28'5”... должна вытянуться по 
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прямой линии; отсюда непосредственно следует, что 
она является кратчайшей из всех линий, которые можно 
провести между ее концами на развертывающейся по- 
верхности. Но это доказательство может быть приме- 
нено только к развертывающимся поверхностям. Впро- 
чем, в данном случае нам нужно было знать именно 
свойство эволют; практически очень важно знать, что, 
построив развертывающуюся поверхность — геометри- 
ческое место эволют некоторой кривой двоякой кри- 
визны, мы механически получим одну из ее эволют, 
проводя через некоторую точку Кривой нить в неко- 
тором направлении, касательном к этой поверхности, 
а затем выгибая свободно нить на поверхности; это 
выполняется очень просто и является непосрелственным 
следствием раздела ГХ. 


! ХИ 


Плоская кривая имеет, следовательно, бесчисленное 
множество эволют, которые находятся -все на поверх- 
ности цилиндра, основанием которого служит эволюта, 
лежащая в плоскости кривой; все эти эволюты явля- 
ются линиями двоякой кривизны за единственным ис- 
ключением той, которая изучалась до настоящего вре- 
мени и которая служит основанием цилиндрической 
поверхности. 

ХН- 


Обратно, цилиндрическая поверхность“с любым ос- 
нованием является геометрическим местом эволют бес- 
численного множества кривых, ни Одна из которых 
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не может быть двоякой кривизны. Пусть действительно 
(черт. 5) ВВ'В”Б""...— некоторая плоская кривая и 
ОО'’О’О"". .. — ее плоская эволюта; пусть через все точ- 
ки В, В', В",... проведены в плоскости кривой радиусы 
эволюты ВО, В’О', В”О',..., которые будут последо- 
вательно пересекаться на эволюте ОО’О”О"... , к кото- 
рой они будуг касательными. Пусть через точки О, О’, 
О’, О!",... проведены перпендикулярно к плоскости 
кривой прямые ОР, О'Р', О"Р",..., совокупность кото- 
рых образует цилиндрическую поверхность, которая 
согласно предыдущему разделу является геометриче- 
ским местом бесчисленного множества эволют кривой 
ВВ’В"В!". .. Пусть через точку В будет проведена произ- 
вольнонаклоненная прямая ВР, пересекающая прямую ОР; 
черезточки В'и Р проведем прямую В'Р и продолжим 
до встречи с О'Р' в некоторой точке Р’, также проведем 
В"Р' и продолжим ее до встречи с О”Р” в точке Р” 
и так далее; или, что то же, через точку В в каком- 
либо направлении ВР проведем касательную к цилинд- 
рической поверхности и свободно выгнем эту прямую на 
поверхности в линию РРР”Р!"...; мы получим одну из 
эволют двоякой кривизны плоской кривой ВВ'В"В'"... 
Кривая РРР"... является, конечно, эволютой бесчислен- 
ного множества других эвольвент, отличных от ВВ'Б"...; 
однако очевидно, что все эти эвольвенты должны на- 
ходиться на кривой поверхности, образованной радну- 
сами эволюты ВР, В'Р’, В’Р",..., и что мы получим 
одну из этих эвольвент, удлиняя или укорачивая все 
эти радиусы на постоянное количество В; таким обра- 
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зом для кривых 56'6”5” ..., описанных концом радиуса 
эволюты, увеличенным или уменыиенным на количест- 
во Вь, кривая РР'Р"Р"... также служит одной из их 
эволют. Но если из точек 6, &', $", 5"",... опустить пер- 
пендикуляры на плоскость кривой ВВ'В"В""..., то мы 
получим прямоугольные треугольники ВбА, ВЫЁ,..:, 
равные и подобные друг другу, так как все радиусы 
эволют одинаково наклонены к этой плоскости: сле- 
довательно, все перпендикуляры А, 6'/!, 5"А”, ... будут 
равны между собой; следовательно, все точки каждой 
из кривых 66”М"... будут находиться на равных 
расстояниях от плоскости первой кривой; следователь- 
но, эти кривые будут плоские; таким образом кривая 
РРР”РтТ... может быть эволютой только плоских 
кривых. 

Но все, что было сказано о кривой РЕ’Р’Р”..., 
может быть применено ко всякой другой кривой, 
описанной таким же образом на цилиндрической поверх- 
ности; следовательно, цилиндрическая поверхность 
произвольного основания может быть геометрическим 
местом эволют только для плоских кривых. 


ху 


Всякая кривая, начерченная на поверхности иекото- 
рой сферы, имеет геометрическим местом своих эво- 
лют поверхность конуса, вершина которого находится 
в центре сферы и основание которого зависит от 
природы кривой; ибо все плоскости, перпендикуляр- 
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ные к элементам кривой, перпендикулярны Также и к 
сферической поверхности и проходят, следовательно, 


через центр сферы. 
ХУ 


Обратно, любая кривая, геометрическое место эво- 
лют которой есть поверхность конуса с произвольным 
основаннем, есть кривая сферическая и имеет центром 
вершину конуса, ибо для нахождения эволюты можно 
дать ее радиусу любое направление, лишь бы он был 
нормален к кривой или — что то же — касателен к 
конической поверхности; можно, следовательно, на- 
править его к вершине конуса, вокруг которой он 
сделает бесчисленное множество поворотов, нисколько 
не удлиняясь, и описывающая точка всегда останется 
на одинаковом расстоянии от вершины. 


хм 


Следовательно, кривая, не являющаяся ни плоской, 
ни сферической, имеет геометрическим местом своих 
эволют развертывающуюся поверхность, у которой два 
последовательных прямолинейных ребра пересекаются 
в некоторой точке, но три подряд взятые в одной 
точке не встречаются. Последовательность этих точек 
пересечения образует кривую, которая, как легко ви- 
деть, никогда не может быть плоской, ибо тогда раз- 
вертывающаяся поверхность, все ребра которой явля- 
ются не чем иным, как касательными к этой кривой, 
свелась бы к плоскости. 
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ХИ 

Итак: 1) если два последовательных ребра геометри- 
ческого места эволют кривой двоякой кривизны па- 
раллельны между собой, то соответствующая часть 
кривой будет плоской, и обратно; 2} если три после- 
повательных ребра встречаются в одной точке, то со- 
ответствующая часть кривой будет сферической, и ее 
центр будет находиться в точке встречи трех ребер. 

Прежде чем итти дальше, сделаем несколько заме- 
чаний о развертывакицихся поверхностях вообще. 


ХУШ 


Из всего предшествующего следует, что разверты- 
вающиеся поверхности состоят из системы бесконеч- 
ного множества продолженных до бесконечности пря- 
мых, причем всякие две последовательно взятые прямые 
лежат в одной плоскости. Могут, следовательно, иметь 
место следующие три случая: 1) все эти прямые парал- 
лельны между собой, и тогда развертывающаяся поверх- 
ность есть поверхность цилиндрическая с любым основа- 
нием; 2) все они встречаются в одной и той же точке: 
в этом случае поверхность является поверхностью ко- 
нуса с произвольным основанием; 3) все эти прямые 
встречаются последовательно друг с другом в ряде 
точек, система которых образует кривую двоякой кри- 
визны, к которой все эти прямые являются касатель- 
ными; это есть общий случай развертывающихся по- 
верхностей. Эта кривая для каждой такой частной 
36 г. монж. 
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поверхности особенно замечательна и обладает следлую- 
щими общими свойствами: 

1) Этой кривой достаточно для определения раз- 
вертывающейся поверхности, к которой она принад- 
лежит, так как эта поверхность есть не что иное, как 
геометрическое место ее касательных. 

2) Она есть граница развертывающейся поверхности, 
так как ни одна из прямых, из которых составлена 
поверхность, не может пройти по ту сторону кривой, к 
которой она обращена вогнутостью. Это лучше всего 
уяснить на примере. Представим себе, что все возможные` 
касательные к винтовой линии продолжены до бесконеч- 
ности и образуют в своей совокупности развертываю- 
щуюся поверхность; эта поверхность будет иметь 
бесконечное число полостей, и каждая из этих поло- 
стей имеет бесконечное протяжение, так же как и пря- 
мые, из которых она составлена; но ни одна из них 
не войдет в цилиндр, на поверхности которого про- 
ведена ‘винтовая линия; все они оканчиваются на кри- 
вой, которая будет, следовательно, их границей. 

3) Эга кривая для развертывающейся поверхности яв- 
ляется тем же, чем точка возврата для обыкновенной кри- 
вой, ибо касательные к кривой могут быть продолжены 
как в одном, так и в другом направлении от своей точки 
касания; но их продолжения в одну сторону обра- 
зуют особую полость; их продолжения в другую сто- 
рону дают вторую полость, отличную от первой, если 
только кривая не является плоской; но обе эти поло- 
сти проходят через кривую, являющуюся их общей 
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границей. Эта кривая является в собственном смысле 
этого слова ребром возврата развертывающейся поверх- 
ности; это ‘имя я ей и дам. Итак, я буду впредь назы- 
вать ребром возврата развертывающейся поверхности 
кривую, которой касаются все прямые, составляющие 
эту поверхность, или, выражаясь точнее, кривую, ко- 
торой постоянно касается прямая, при своем движении 
описывающая поверхность. 

Теперь остается выразить все изложеиное выше 
аналитически. 

хх 

„Даны уравнения кривой двоякой кривизны, отне- 
сенной к трем, прямоугольным плоскостями; найти 
уравнение нормальной плоскости, провеоенной. через 
определенную точку кривой. 

РЕшЕниЕ. Так как нормальная плоскость перпенди- 
кулярна к касательной к кривой в той точке, . где 
кривая пересечена этой плоскостью, то из первой зада- 
чи*) следует, что мы легко‹найдем искомое уравнение, 
если будем иметь уравнения проекций этой касательной; 
но эти проекции являются в свою очередь касательными 
к проекциям кривой в точках, соответствующих той 
же абсциссе. Задача сводится к тому, чтобы найти 
уравнения касательных к проекциям. Пусть 


У=фх и 2==фх 


—щ уравнения проекций кривой, где обозначения 9 и 
ф представляют какие-либо функции; пусть далее х' — 
абсцисса определенной точки кривой, через крторую 
36* 


564 ГАСПАР МОНЖ 


проведена нормальная плоскость, и, следовательно, фх’ 
и Фх' — другие координаты этой точки; найдем сначала 
уравнение касательной к проекции на плоскость х, у. 

Общий вид этого уравнения должен быть таким: 


у=Ах-Е В, 
гле А — тангенс угла, который эта касательная обра- 
зует с осью х. Но этот угол тот же, который обра- 
зует с тою же осью элемент проекции, соответствую- 
ций координатам х' и фх'; следовательно, будем иметь: 


Так как касательная должна, кроме того, пройти че- 
рез этот элемент, то нужно, чтобы постоянная В была 
такова, чтобы, полагая х==л’, мы имели: 

у==фх'; 
уравнение касательзой к проекции на плоскость х, у 
будет, следовательно: 

ИА паг 

ух = (х— мох. 
Подобным же рассуждением найдем, что уравнение 


касательной к проекции на плоскость х, 2 для той 
же абсциссы точки касания есть 


2— фи = (хмм. 
Эти два уравнения будут уравнезиями проекций 


касательной к кривой двоякой кривизны, и уравнение 
искомой нормальной плоскости будет: 


(2— фи) уче (х—х) =0. (А 
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хх 
Даны уравнения кривой Овоякой кривизны, стне- 
сенной к трем прямоугольным плоскостяж; найти 
уравнение развертывающейся поверхности, являю- 
щейся геометрическим местом всех ве эволют 
РЕшеЕниЕ. Пусть, как и прежде, 
у=фх, г==фх 
— уравнения исходной кривой; тогда уравнение нор- 
мальной плоскости, проведенной через точку кривой, 
соответствующую абсциссе х’, в силу прелылущей задачи 


(фо ох уе х—Ф 0. (А) 
Если возьмем на кривой точку, бесконечно близкую 
к первой и соответствующую абсциссе х!-|- 4х", то 
уравнение нормальной плоскости, проведенной через 
эту новую точку, мы получим, внеся в предыдущее 
уравиение х’-|- 4х' вместо х’, и будем иметь: 


[2— $ (4х) ф' (нам - 
ие нау аня 0- 
Если мы положим, что х, у, = соответственно равны 
в обоих уравнениях (А) и (а), то ‘эти два уравнения 
будут уравнениями прямой пересечения двух бесконечно 
близких плоскостей; вычитая (А) из (а), пренебрегая 
бесконечно малыми второго порядка и деля на 4х!, 
получим для этой прямой пересечения два уравнения’ 


(ео у их м0, (А) 
(2— фи) фе" — 
ШП - ("8 Фе] == 0. (В) 
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Но это пересечение полностью лежит иа развертываю- 
щейся поверхности и содержит все полюсы элемента 
кривой, ограниченного пределами х’и х’-{ 4х'; сле- 
довательно, чтобы иметь между х, уи 2 одно соот- 
ношение, соответствующее всем полюсам кривой, не- 
зависимо от абсциссы х’, мы должны только исключить 
Хх из двух уравнений (А) и (В}, и результирующее 
уравнение будет уравнением искомой поверхности. 


хх 

Уравнение (В} можно вывести непосредственно из 
уравнения (А), заметив, что оно получается его ди- 
ференцироваиием в предположении, что х’ есть един- 
<твенное переменное. Следовательно, чтобы найти 
уравнение развертывающейся поверхности, являющейся 
геометрическим местом эволют некоторой кривой 
двоякой кривизны, нужно сначала разыскать уравне- 
ние плоскости, нормальной к кривой, которое необ- 
ходимо должно иметь вил: 


А2-- В+ Сх + Р==0, 


где постоянные А, 83, С, Р — известные функции 
абсциссы х’, соответствующей той точке кривой, че- 
рез которую проходит нормаль; затем нужно дифе- 
ренцировать это уравнение, считая переменным только 
х, что даст второе уравнение, которое будет служить 
для исключения х’ из уравнения плоскости; получен- 
ное уравнение в переменных х, у, 2 будет уравне- 
нием искомой поверхности. 


ПРИЛОЖЕНИЕ АНАЛИЗА К ГЕОМЕТРИИ 567 


ХХИ 


Даны уравнения кривой двоякой кривизны; найти 
„Уравнение ребра возврата развертывающейся поверх- 
ности, являющейся геометрическим местом эволют 
кривой. 

РЕШЕНИЕ. Два уравнения предыдущей задачи были 
уравнениями пересечения двух перпендикулярных к кри- 
вой плоскостей, проведенных через точки, соответствую- 
щие абсциссам хи х’-|- 4х", т.е. уравнениями олной 
из прямых, составляющих поверхность эволют; если 
предположим, что в этих уравнениях х’ обратилось в 
х-- 4х, а х'-|- ах! обратилось в х' -|- 24х', что дасг: 


Е — фах о-ва -Ыу — фо ах] (ах } =0, (а) 
хе ах) . 


{ еб фи ам Рам) Ну ох ах о 2ах } =0, (ь, 
хх — (м ах 


то эти два уравнения будут уравнениями некоторой 
прямой, также лежащей на поверхности эволют в бес- 
конечной близости от первой прямой; и если в четы- 
рех уравнениях (А), (В), {а), (5} координаты х, у, 2 
считать соответственно равными друг другу, то эти 
четыре уравнения булут уравнениями пересечения этих 
двух бесконечно близких прямых. Замечая, что урав- 
нения (В) и (а) равносильны одно другому, и затем 
вычитая (а) из (5), будем иметь для точки пересече- 

ния двух последовательных прямых три уравнения: 
ее Но ох м0, (№ 
ео — ум — Пе] =0, (в) 
фи о кт" — Зи + ии] = 0. (С 

37* 
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Но точка пересечения принадлежит ребру возврата; 
она находится одновременно на трех перпендикуляр- 
иых к исходной кривой плоскостях, проведенных че- 
рез те точки этой кривой, которые соответствуют 
абсциссам х’, хр 4х, х--24х; положение этой 
точки, следовательно, зависит от абсциссы д’. Сле- 
довательно, если мы желаем иметь не зависящие от 
абсциссы Х’ уравнения, принадлежащие последователь- 
ности точек, определенных таким образом, то нужно 
только исключить х’ из трех уравнений (А), {В) и 
(С), и два уравнения в переменных х, у, 2, которые 
мы таким образом получим, будут уравнениями иско- 
мого ребра возврата. 

хх! 

Уравнение (С) можно вывести непосредственно из 
уравнения (В), заметив, что первое получается дифе- 
ренцированием второго в предположении, что 2х! явля- 
ется единственным перемениым, и, следовательно, дву- 
кратным диференцированием уравнения (А), выпол- 
няемым в том же предположении. Следовательно, 
чтобы найти уравнения ребра возврата развертываю- 
щейся поверхности, являющегося геометрическим местом 
эволют иекоторой кривой двоякой кривизны, нужно 
прежде всего разыскать уравнение члоскости, нор- 
мальной к кривой, которое будет иметь вил: 


А; Ву СХ Рр-==0, 
где А, В, С, р— постояиные для каждой нормаль- 
ной плоскости, суть известные функции абсписсы х', 
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соответствующие той точке кривой, через которую 
проходит нормаль. Затем нужно дважды лиференци- 
ровать это уравнение, считая при этом х’ единствен- 
ным переменным, &х’— постоянным, что даст два 
иовых уравнения. Наконец, нужно исключить из этих 
двух уравнений и уравнения плоскости неопределенное 
количество х'; получим два уравнения в переменных 


х, уи 2, которые будут уравнениями искомого ребра 
возврата. 


ХИ 


Если из трех уравнений (А), (В) и (С) определим 
выражения трех переменных х, у, 2, то найдем: 
о, ах (ри (их — 
2 = фи { — Зо" хи" ротик) 
дя т] хе 
у = фх' +- т: а ны] иже — отр ха), 


= ты тии — ети) [ЕЕ рии + (фи) — 
Зет" —опхиху ихаии ужо") 


} пи — фот"), 


} тот кг — фота), 


Эти выражения представляют собой значения коор- 
динат точки, в которой встречаются две последова- 
тельные нормали, взятые на развертывающейся поверх- 
ности, или три последовательные перпендикулярные 
к кривой плоскости, проведенные через элементы, 
соответствующие абсциссам х’ х-- ах, м - 2ах'. 
Эта точка находится иа равных расстояниях ОТ ЭТИХ 
трех элементов, ибо поскольку она лежит на пересе- 
чении двух первых плоскостей, она находится на 
равных расстояниях от двух первых элемёнтов; по- 
скольку же она находится на пересечении второй 
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и третьей плоскости, она одинаково удалена от второго и 
третьего элементов; следовательно, только что найден- 
ные нами выражения х, у, 2 будут координатами некото- 
рой точки, одинаково удаленной от трех последователь- 
ных элементов кривой, взятых в той ее части, которая 
соответствует абсциссе л'; но эти значения будут всегда 
действительны, пока ветвь исходной поверхности не 
будет мнимой, т. е. пока У и 2 или ух ифх’ будут 
действительны; следовательно, на всякой кривой лвоя- 
кой кривизны три последовательные элемента всегда 
находятся на одинаковых расстояниях от некоторой 
точки, и можно, следовательно, считать, что они рас- 
положены на поверхиости сферы, центром которой 
служит эта точка. Последовательность всех этих цен- 
тров образует ребро возврата поверхности эволют 
этой кривой; следовательно, это ребро является гео- 
метрическим местом центров сферической кривизны 
кривой; однако оно вовсе не является эволютой, так 
как ни одна из его касательных не встречает исходную 
кривую, но каждая из них лежит целиком на разверты- 
вающейся поверхности. 


ххУ 


Даны уравнения некоторой кривой двоякой кри- 
визны; найти уравнения любой ее эволюты. 


РЕшение. Так как все эволюты некоторой кривой 
находятся на одной и той же развертывакищейся по- 
верхности, то уравнение этой поверхности является 
общим для всех эволют: но мы дали (раздел ХХН) 
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способ нахождения этого уравнения, и мы видели, 
что оно представляет собою результат исключения 
количества Х’из двух уравнений (А) и (В). Следо- 
вательно, остается только найти для каждой эволюты 
частное уравнение, которое отличает эту эволюту от 
всех других и дает ее положение на ‚развертывающейся 
поверхности. С этой целью заметим, что продолже- 
ние касательной в любой точке каждой эволюты пе- 
ресекает эвольвенту в точке, коордннаты которой х', 
фх, Фх; значит, продолжение касательной к ее проек- 
ции проходит через проекцию точки эвольвенты, ко- 
ординаты которой х', фм! и Фх'. Следовательно, для 
проекции на плоскость 2, у мы будем иметь: 


42 _2—х 
вены р 
ду ух (р) 


Если из трех уравнений: 
фи) рх Ех м0, (А) 
ео — 

Им фу = 0, (в) 
(2— $) Чу == (у— д 42, (©) 
исключить неопределенное количество х’, то два по- 
лученные уравнения в переменных х, у, 2, одно из 
которых будет в первых диференциалах, будут лвумя 

искомыми уравнениями. 

хх 


Вместо того чтобы пользоваться, как мы это делали, 
проекциями на плоскость у и 2, можно взять проек- 
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цию на любую из двух других плоскостей, и вместо 
уравнения (0) будем нметь в случае плоскости ху 


(— 9х) ах = (х—х)4у, 
и в случае плоскости хг: 
(2—фх') ах == (х—^х) 42. 


Из этих трех диференциальных уравнений в общем 
случае два любые дают третье; но еслн, как в нашем 
случае, мы предполагаем, что имеют место одновре- 
менно два уравнения (А) н (В), то из этих трех ди- 
ференциальных уравнений любое одно дает два пру- 
гих, и для интегрирования достаточно воспользоваться 
тем, которое доставит меньш: затруднений. 


ХХУЙ 


Интегрированне диференциального уравнения введет 
произвольное постоянное; различные значения, кото- 
рые это постоянное может принимать, будут принал- 
лежать той или иной эволюте, и определение этого 
постоянного зависит от условия, которому эволюта 
должна удовлетворять. Например, пусть требуется 
определить постоянное так, чтобы эволюта проходила 
через некоторую, данную на развертывающейся по- 
верхности точку, координаты х, у, 2 которой соот- 
ветственно равны а, фи с; подставим в уравнения 
эволюты после их интегрирования вместо количеств 
х, у, 2 соответствующие значения а, 6, с и исклю- 
чим из этих двух уравнений ту из трех координат 
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а, 6, с, которая будет перпендикулярна к использо- 
ванной нами проекции. Тогда постоянная должна 
удовлетворять результирующему уравнению. 


ХХУШ 

Итак, я доказал, что всякая кривая, плоская или 
двоякой кривизны, имеет бесчисленное множество 
эволют, которые все являются кривыми двоякой кри- 
визны, за исключением одной для каждой плоской 
кривой. Я указал способ разыскания уравнений всех 
этих эволют по данным уравнениям эвольвенты, что 
я и ставил себе целью изложить в этом мемуаре 
прежде всего. Таким образом не существует таких 
кривых, которых нельзя было бы образовать развер- 
тыванием бесчисленного множества других. Но так 
как на практике трудно, имея нить, натянутую на 
эволюту, особенно если последняя является кривой 
двоякой кривизны, развертывать нить таким образом, 
чтобы в каждый момент ее движения она совершенно 
точно совпадала с касательной к эволюте, то если 
мы желаем построить при помощи развертывания кри- 
вую двоякой кривизны ВВ'В"В"... (черт. 6), можно 
через данную точку В этой кривой провести две 
нити ВО и ВР, касательные к развертывающейся 
поверхности, и затем изогнуть нити свободно на этой 
поверхности; одна из них изогнется в линию 
ОО'О"О"... , другая — в линию РРР"Р!"... При раз- 
вертывании этих нитей они будут уравновешивать друг 
друга и не дадут точке их соединения сойти © эволь- 
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венты; пользуясь предшествующими формулами, мы 
можем сказать еще нначе, что неопределенным коли- 
чествам а и & нужно дать два разных значения, что 
даст две различные эволюты ОО!О"О"...иРРР”Р..., 
которые будут обладать тем же свойством. 


ххх 
Отсюда следует, что если бы это было необходи- 
мым, можно было бы легко устронть маятник, коле- 
бания которого происхолят по любой кривой лвоякой 
кривизны, ирнчем предполагается, что выпуклостью 
своей эта кривая обращена по направлению к центру 
сил, лействующих на маятник. 
ххх 
О РАДИУСЕ КРИВИЗНЫ И РАЗЛИЧНЫХ РОДАХ 
ПЕРЕГИБОВ КРИВЫХ ДВОЯКОЙ КРИВИЗНЫ. 
Точной перегиба называют на плоской кривой 
точку, в которой эта линия перестает быть вогнутой 
в одном направлении и становится вогиутой в другом. 
Очевидно, что в этой точке кривая теряет свою кри- 
визну н что два последовательные ее элемента рас- 
положены на одной прямой. Но кривая двоякой кри- 
визны может терять каждую из своих кривизн в 07- 
дельности или потерять их обе в одной точке; иначе 
говоря, может случиться либо, что три последова- 
тельные элемента кривой двоякой кривизны находятся 
`в одной плоскости, лнбо что два из этих элементов 
расположены на одной прямой. Отсюда следует, что 
кривые двоякой кривизны могут иметь два рода пере- 
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гибов: первый имеет место, когда кривая становится 
плоской, н мы назовем его простым перегибом; 
второй, который мы назовем двойным перегибом, 
имеет место, когди кривая становится прямой в одной 
из своих точек. 


ххх 


Найти формулы, которые дают точки простого 
перегиба кривых двоякой кривизны. 

РЕШЕНИЕ. Мы видели (раздел ХУП), что если кри- 
вая двоякой кривизны имеет точку простого пере- 
гиба или, чте. то же, если она становится плоской, 
то соответствующая часть развертывающейся поверх- 
ности, являющаяся геометрическим местом ее эволют, 
становится цилиндрической. Следовательно, два по- 
слеловательных ребра этой части поверхности парал- 
пельны. Отсюда следует, что точка встречи этих двух 
ребер бесконечно удалена или что координаты этой 
точки бесконечны. Но мы дали (раздел ХХГУ) общие 
выражения этих координат; все они становятся бес- 
конечными, когда их общий знаменатель обращается 
в нуль. Следовательно, формула для нахождения то- 
чек простого перегиба есть 

фт, х— ф’хфт х—0, 
или 
В Зах 4зу — 44у 482 0, 
и значение х, определенное из одной из этих фор- 
мул, даст абсциссу искомой точки. 
й я 


= 
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хххП 


Мы могли бы найти эту формулу при помощи 
более простого рассуждення. Действительно, так как 
в точке простого перегиба кривая лвоякой кривизны 
становится плоской, то нужно, чтобы в этой точке 
уравнения кривой удовлетворяли общему уравнению 
плоскости; но это общее уравнение есть 


#=ах-- Бу -{ с. 


Если, следовательно, диференцировать трижды это 
уравнение, что дает: 


42—=аах--64у, 44г —Баау, 432 == Ву, 


и исключить а и 6 из этих трех уравнений, то най- 
дем уравнение: 
ау 432 — а4г 4зу =0, 

выражающее условие, которое должно удовлетво- 
ряться, для того чтобы три последовательные эле- 
мента кривой двоякой кривизны находились в одной 
и той же плоскости; это есть то же уравнение, кото- 
рое мы только что дали в предыдущей задаче. 


хххШ 


Найти выражение радиуса кривизны произвольной 
кривой двоякой кривизны. 


РЕШЕНИЕ. Во всем предшествующем мы отличали 
радиусы эволют кривой двоякой кривизны от ее 
ардиуса кривизны. Мы видели, что в каждой точке 
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произвольная кривая имеет бесконечное множество 
радиусов эволют, ибо она имеет бесконечное мно- 
жество различных эволют, но что в каждой точке 
кривая имеет только один радиус кривизны; мы видели, 
что этот радиус кривизны мы находим, опуская пер- 
пендикуляр из точки кривой на пересечение неко- 
торой нормальной плоскости с другой нормальной 
плоскостью, бесконечно близкой к первой. 

Но мы дали (первая часть) *) выражение перпен- 
дикуляра, опущенного из некоторой данной точки 
на прямую, уравнения проекций которой известны, 
Далее, мы нашли (раздел ХХИ) уравнения пересече- 
ния нормальной плоскости с тою, которая за ней 
непосредственно следует, в виде: 


(фо) ххх =0, 
(фи "хп хх) =, 
откуда найдем три следующие уравнения, представ- 
ляющие собой уравнения трех проекций этой прямой: 

уф" 2" — ай 
ож (Фо о" х 
Ре хф'х' у (ф'’х’Ф"х тр. фхф"х)— } 
Рон у =0, 
-- х'ф"х — фм (хх — фхф"х) ] 
аи — м) хх Ш— ] 
ох [1+ (9х (ху + $ =0. 
+ хо" х' —фх' (фич — 9х" х) ) 


87 Г. Монж. 
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Если мы теперь сравним эти три уравнения с урав- 
нениями прямой, данными в первой части, то найдем 
выражение радиуса кривизны произвольной кривой 


двоякой кривизны; 


ПХ 
УЕ фи 


2.9.9.4 


Мы дали также (первая часть) *) выражения коор- 
динат основания перпендикуляра, опущенного из не- 
которой точки на прямую; если мы теперь подставим 
в эти формулы вышеприведенные выражения, то най- 
дем для координат центра кривизны произвольной 
кривой следующие выражения: 


ХЕ 
ло направлению х; 


ар или Их щих — 9 
И 


В фжо"х 3 ухф"х : 
их (фик) -- (хех рф" х) 


по направлению у; 
хе Е (9х) + (95) 


по направлению 2. 

Таким образом с помощью этих формул можно не 
только найти‘ кривизну в произвольной точке неко- 
торой кривой двоякой кривизны, но также устано- 
вить знак кривизны, поскольку можно определить 
положение центра кривизны в пространстве 


$"Х — ух (Ижеих— иж") 
ху" хр" ххх 
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ХХхХхУ 


Найти формулу, дающую точки двойного пере- 
гиба кривых двоякой кривизны. 

РЕШЕНИЕ. Из определения, которые мы дали (раз- 
дел ХХХ) двойному перегибу, следует, что во всех 
случаях, когда он будет иметь место, радиус кри- 
визны будет со или 0, т: е. будем иметь: 


(хе "Хх (фхр"х — 9х") ==0 или оо. 


Так как первая часть этого уравнения есть сумма 
трех квадратов, то мы должны иметь: 


ф'Х=0 или со; Ф"Х=0О или оо; 


фо" х—о’хф"х=0 или оо. 


Так как третье уравнение есть следствие двух пер- 
вых, то формула для нахождения точек двойного 
перегиба будет: 

ф'х=0 или со; Ф"Х=0О или оо; 
или 

Фу==0 или со; 0%2=0 или со. 


Ясно, что та же формула дает и точки возврата. 


[5] 
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ТАБЛИЦА [ 


ПРОЕКЦИЯ ЛИНИЙ КРИВИЗНЫ ПОВЕРХНОСТИ ЭЛЛИПСОИДА НА 
ПЛОСКОСТЬ БОЛЬШОЙ И СРЕДНЕЙ ОСЕЙ 


Чертеж 1 


Черт. 1 представляет собою проекции линий кривизны поверхностА 
эллипсоида на плоскость, проходящую через большую и средиюю его 
оси. Если свод пониженный, то эта плоскость есть плоскость основания; 
это тот случай, который мы предполагали в разделе ХГ. 

СТО есть четверть .. вспомогательного эллипса; ОМ — часть вспомо- 
гательной гиперболы. Для этой последией кривой достаточно построить 
лишь ту дугу, которая соответствует части ОВ большой оси. Эти эллипс 
и гипербола имееют одви и те же оси, половинамн которых являются 
[линии] КС и КО; их построение мы детально рассмотрим иа черз. 2. 

Эллипсы, подобные И/ММ!М, суть проекции линий одной из кривизн} 
их вершииы М, № строятся, для каждого из них, опусканием из иеко- 
торой точки Н, взятой иа вспомогательной гиперболе, прямоугольных 
координат НМ, НМ. Может случиться, что одна из двух точек М, № 
[уже] будет определеиа другим построением. Например, рассматривая 
линии кривизны, как линии, по которым поверхиость свода делится на 
плиты, мы можем потребовать, чтобы последовательные ряды кладки 
(25541565) возможно меньше отлачались друг от друга по ширине. 

В этом случае мы могли бы разделять полуокружность СОЕ верти- 
кальиого эллипса намасти, нечувствительно мало отличающиеся друг от 
друга, и спроектировать эти точки деления на ось СРО, что для каж- 
дой из линий соответствующей кривизны определит точку М. 

Затем, чтобы найти вторую вершнну М того же эллипса, нужно через 
точку М провести прямую МН, параллельную АВ, продолжить е до 
встречи с вспомогательной гиперболой и из точки пересечения РЁ’ опу- 
стить на АВ перпенлнкуляр НМ, который определят точку №. 

Гиперболы, подобные $РЮ$!Р!А!, суть проекций ляний второй кривизны. 
Конны Р, © их осей будут построены для каждой из них опускаиием 
из точки Д, взятой на вспомогательном эллипсе, прямоугольных коор- 
динат ДР, ГО. На черт. 2 мы покажем, как строятся эти точки, еслч 
нужио, чтобы гипербола проходила через определениую точку Ю осно- 
вания. О и О’ суть проекции омбилических точек. 


Чертеж 2 


Черт. 2 должен дать детали построения концов О, С общих осей 
вспомогательных эллинса и гиперболы. Пусть АРВ половнна большого 
горизонтального эллинса, лежащего в основании пониженного свода. 


`` „=“ 
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р, Е — его фокусы; АУе — четверть вертикального эллинса, плоскость 
которого проходит через АВ; Ё, Е — его фокусы; РОЕ — эллнис, прох ›- 
дящий через КО; Х— один из его фокусов. Для того чтобы построить 
точку О, перенесем КЁРи АР иа другую ось, так что началом переие- 
сенных отрезков будет служить точка К а концами точхи Ё и ЁР'; прс- 
ведем прямую ЁВ и через точку Е’ проведем параллельную ей ЕТО, 
которая своим пересечением с осью АВ определит точку О. Такнм же 
образом перенесем КУ на другую ось; началом будет теперь К, а коицом 
проведем прямую ГР и через точку Е параллельную ей прямую Е(; 
эта прямая своим пересеченнем с продолженной осью АР определит 
точку @. 

Пусть теперь для декорирования свода восходящие линии кривизны, 
которые проектируются гиперболами, должны быть выделены либо для 
хого, чтобы указывать простеики, соответствующие колоинам греческой 
архитектуры, лнбо для того, чтобы намётить иервюры, соответствующие 
ошорам готической архитектуры. Тогда эти колонны в первом случае иэти 
опоры во втором должны быть распределены равномерно, и гиперболы 
должны делить лежащий в основании эллипс АОВ на части, иечувстви- 
тельио мало отличающиеся друг от друга; тогда точки А этого эллипса, 
через которые должны проходить гиперболы, будут заранее определены. 
В этом случае для того, чтобы найти вершину Р гиперболы, нужно нз 
точки А опустить перпеидикуляр АТ иа прямую АВ, провести прямую 
ГТ и через точку Р’ провестн к этой последией параллель Р’Р, которая 
пересечет ось АВ в точке Р. Что косается конца О второй оси, то для 
его определеиия надо провести из точки Ё ординату РЁ вспомогатель- 
ного эллинса и опустить из точки Ё другую координату Ё©, которая своим 
чересечением со второй осью КО определит точку ©. 


ТАБЛИЦА П 


ПРОЕКЦИЯ ЛИНИЙ КРИВИЗНЫ ПОВЕРХНОСТИ ЭЛЛИПСОИДА НА 
ПЛОСКОСТЬ БОЛЬШОЙ И МАЛОЙ ОСЕЙ 


Чертеж 3 


Черт. 3 представляет собою проекции линий кривизны поверхности 
эллипсоида иа плоскость, проходящую Через наибольшую АВ и наи- 
меньшую ЕЁ’ из трех осей. Когда свод пониженный, как мы предпола- 
гали в разделе ХТ, эта плоскость вертнкальна. 

ХЕС есть четверть вспомогательного эллипса. Мы дадим иа черт. 4 
детали построения этих осей. 

` Эллипсы, подобные МММ/М№, имс.ощие ось большую, чем большая 
ось АВ, суть проекции линий одне1 из кривизн; эллипсы, полобиые 
ЮРО’Р/, одна из осей которых больше, «ем малая ось ЕЁ. суть проек- 
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ции линнй другой кривизны. Эти две последовательностн эллипсов стро- 
ятся одним и тем же способом и концы осей каждого эллипса мы най. 
дем, опуская из некоторой точки вспомогательного элланиса на две оси 
перпендикуляры ДР, ГО хия эзлипсов одной последовательности и ИМ, 
НМ — для эллипсов другой. О, О, О, О суть четыре омбилические 
точки; которые в этой проекции расположатся на контуре поверхностн. 

Если через коицы осей вспомогательного эллипса провести четыре 
прямые ХС, ВХ!, Х'Ц, С’Х попарио параллельные, то каждая из иих 
будет касаться всех проекций линий обеих кривизн, так что все эллип» 
сы, образующие эти проекции, будут вписаны в ромб. 


Чертеж 4 


Черт. 4 имеет целью дать деталя построения концов ХС осей 
вспомогательного эллипса черт. 3. Пусть АВ есть большая ось элхии- 
соида; КР — половина средией оси; КЕ — половина малой оси: ЕЁ — 
фокусы большого эллипса, четверть которого есть А4$О; Ь -фокусы 
средиего эллипса, и Х один из фокусов малого эллипса ДРОе. Чтобы 
построить вершину Х вспомогательного эллинса АГС, перенесем АРи А 
на другую ось, так ято началом перенесенных отрезков будет точка К, 
а концами — точки Е’и Й; проведем ЕВ; через точку Ё проведем 
параллель РХ. \ 

Тогда пересечение ее с продолженной осью АВ определит точку Х. 
Таким же образом, чтобы построигь конец С другой оси, перенесем КУ 
на АВ. Началом будет теперь К, а концом /’. Далее прозедем прямую 
ДЕ и через точку Е проведем параллель #6, последняя своим пересече- 
нием с продолжеяной осью АЁ и определит точку @. 


ТАБЛИЦА Ш 
КРИВЫЕ ДВОЯКОЙ КРИВИЗНЫ 


и 


у 


ие 
/ 


КОММЕНТАРИИ 


Как было указано в вводной статье, «Приложение анализа 
к геометрии» выросло из лекций Монжа в Политехнической 
школе, печатавшихся сначала отдельными выпусками под 
заглавием «РешШез Ф’апа!узе аррНаив & 1а оботе ве» (1795 г.). 
Часть их была воспроизведена затем в «Журнале Поли- 
технической школы» 1. В том же журнале были нанечатаны 
позднее мемуары, исследующие свойства поверхностей, все 
нормали которых касаются сферической, конической и произ- 
вольной развертывающейся поверхности; там же был поме- 
щен мемуар, посвященный «поверхностям каналов»?. Эти 
мемуары были включены позднее полностью в текст «боль- 
шого Монжа» ($ ХХШ, ХХГУ, ХХУ, ХХ\У). При жидни 
автора вышло 2-е издание «РешЦез» (1801 г.), а также 3-е 
и 4-е (1805 и 1809 гг.). В 3-е издание в Качестве введения 
была включена еще совместная работа Монжа и его ученика 
Ашетта (НасНейе) «Приложение алгебры к геометрии» 
(«АррИсаНоп 4е Гавёхе а 1а овбошёШе»), представляющая 
собой небольшой курс аналитической геометрии. Вся книга 
в целом получила новое название «Приложение анализа 
к геометрии» (<АррИсаНоп Че РапаГузе А 1а оботёне); 


1 Лошпа! 4е ГЕсое роШесЬ «ие; Ц саыет, ап Ш (1795) М 
саег, ап УЦ (1799). : 

2 Там же, [Х саШег, ап Х (1802) (первые два мемуара) 
и сашег ХШ, 1806 (вторые два). 
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это же название носит и вторая часть, принадлежащая самому 
Монкжу. В соответствии с этим во второй части даиы были 
ссылки на первую. Здесь дается перевод только этой вто- 
рой части, Опущены только два «прибавления» (а@@ю15), 
первое из которых «Об интегрироваиии уравнений в част- 
ных диференциалах первого порядка с тремя переменными» 
(<Ое РаиёботаНоп Фез @диаНопз аих а гепсез рагНЧеЦез аи 
ргепег «огагё епёте #то!з уанаез») было введено в третьем 
издании, а второе — «Построение уравнения колеблющихся 
струн» («СопефисНоп 4е РёанаНоп 4ез сог4ез уйтгатез») — 
в четвертом. Эти прибавления составляют почти 200/, объема 
работы Монжа; таким образом получается значительная 
экономия издания; с другой стороны, по своему характеру 
эти дополнения будет уместнее присоединить к изданию 
аналитических работ Монжа- 

Остальной текст переведен полностью, и перевод стре- 
мится к возможно более точной передаче оригинала. Там, 
где мне казалось необходимым для ясности добавлять отсут- 
ствующие в тексте выражения, последние заключены в квад- 
ратные скобки. 

Перевод сделан с четвертого издания, последнего, вышед- 
шего при жизни автора. Последиее, 5-е издание, вышло в 
1850 г. под редакцией Лиувилля, который, как я указывал 
во вступительной. статье, ограничился исправлением опеча- 
ток. Лиувиллевское издание содержит ряд дополнений 
(см. вступительную статью}, но не дает ни исторических, 
ни математических комментариев. Нижепомещаемые ком- 
ментарии, насколько мне известно, являются первой 
попыткой в этом направлении. В них я ставлю себе 
троякую цель. 

Во-первых, они должны дать справки исторического ха- 
рактера; во-вторых, они должны пояснить мысль’ автора 
там, где она выражена либо неясно, либо в терминах, не- 
привычных современному читателю, а также указать иеточ- 
вости и прямые ошибки Монжа; наконец, в-третьих, они 
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должны познакомить читателя с особенностями терминологии 
и стиля Монжа; в наиболее важиых и трудных для пере- 
вода случаях цитируется французский оригинал. 

Что касается обозначений, то в переводе сохранены обо- 
значения 4-го издания, которых не вполне строго придержи- 
вается издание Лиувилля. Хотя символика Монжа почти 
не отличается от современной, но все же я считал желатель- 
ным сохранить ее особенности. 

Я должен заранее извиниться перед тем читателем, вото- 
рый превыше всего ставит краткость изложения. Мои ком- 
ментарии. несомненно, не удовлетворят его вкусам. Но 
я хотел, чтобы ни одно место комментируемого произве- 
дения, могущее остаться непонятым или понятым непра- 
Вильно, не осталось непоясненным. Помимо этого я стре- 
мился всюду пользоваться теми средствами, которые пред- 
ставлялись мне наиболее согласными со стилем автора, 
Я имел при этом ввиду, с одной стороны, интересы наименее 
подготовленного читателя, желая, чтобы классический труд 
Монжа стал доступен каждому, знакомому с элементами 
диференциальной геометрии. С другой же стороны,—-я стре- 
мился раскрыть творческие пути крупнейшего геометра 
конца ХУШ и начала ХПХ века. А для этого иужно войти 
в круг его идей, мыслить его образами, пользоваться его 
языком. К этому я старался приблизиться сам, к этому 
я хотел приблизить и читателя 1. 


* * 
* 


[К стр. 74-] ... #3 которых лишь два необходимы (Чотя 4еих 
зешешепё 50: песеёззайе$), так Монж здесь и в других 
аналогичных случаях выражает ту мысль, что  количе- 
ства А, В, С определяются с точностью до коэфициента 
пропорциональности. 


1 Прошу читателя, пользующегося комментарием, отметить 
отсутствующие или неправильно поставленные звездочки 
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[К стр. 76.] ... по формулам первой части — имеется в виду 
«Приложение алгебры к геометрии» Монжа-Ашетта (см. выше 
справку об изданиях работы Монжа). 


[К стр. 77.] В абзаце, начинающемся словами: «Так как 
направления движения целтра произвольны», мною исправлена 
ошибка, повторяющаяся во всех изданиях, в том числе 
и в лиувиллевском. У Монжа сказано: «то можно предполо- 
жить, что одно из иих расположено в сечении, пергендику- 
лярном к у (Чапз [а зесНоп регрепёсиае аих у) и для него х' 
будет постоянным»; аналогичная ошибка имеется во второй 
части фразы. Что касается терминологии, то Монж иног- 
да говорит о прямых, перпендикулярных, параллельных 
ие дк оси игреков (ахе @ез У), иногда же, как здесь, 
говорит: к игрекам, разумея при этом любые ордйнаты. 


[К стр. 78.]...испытывает (бесконечно малое) изменение; 
у Монжа сказано: ергоцуе ипе уапа#ол. Термин «уанаНоп» 
употребляется Монжем также и в смысле конечного изме- 
нения, так что переводить его термином «вариация» было 
бы нецелесообразно. В данном же контексте имеется в виду 
именно бесконечно малое изменение, что я и оттенил сло- 
вами, заключенными в скобки и у Монжа отсутствующими. 


[К стр. 79.] Современному читателю хол мыслей, развива- 
емых Монжем в этом параграфе, несомненно, должен пока- 
заться непривычиым. Прежде всего бросается в глаза то, 
что в самом же начале не предпосылается никаких общих 
определений. В частности не дано определения“ касательной 
плоскости. Только в ходе доказательства мы встречаем 
заменяющее это определение указание, что «плоскость будет 
касательной, если взятая на поверхиости точка, бесконечно 
близкая к данной, в каком бы направлении она ни была 


на стр. 238, 255, 272, 2909, 300, 306, 308, 410, 475. Так как 
каждое примечание комментария снабжено указанием 
страницы и цитатой, то соответствующие поправки легко 
могут быть внесены и без перечня строк. 
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взята, находится также на кривой поверхности, т. е. если 
диференциальное уравнение плоскости, взятое для точки 
с координатами х’, у’2', тождественно с диреренциальным 
уравнением поверхности, взятым ‘для той же точки». 

Нетрудно дать «строгоеь определение, выражающее на 
языке теории пределов это свойство, которое Монж мыслит 
и выражает в инфинитезимальной форме. Нам пришлось 
бы потребовать диференцируемости функции 2 (х, У) и, ис- 
ходя из этого, доказать существование касательной плос- 
кости, соответствующим образом определенной. Однако это 
значило бы совершить модернизацию, чуждую духу Монжа 
и его школы. Несомненно, геометры поколения Монжа 
чувствовали неловкость, вызываемую отсутствием опреде- 
ления касательной плоскости. Больше того, как мы сейчас 
увидим, они ощущали необходимость доказательства суще- 
ствования последней. Посмотрим, однако, в каком направле- 
нии они искали выхода. Шарль Дюпен, который, выражаясь 
словами Лнувилля, «с такой ученостью разъяснил и усо- 
вершенствовал теории своего знамзнитого учителя» ‘а $1 
зауапипепй соттетё её реМесНопов 1ез Копез 4е зоп Шизне 
тай хе) 1, следующим образом разъяснил и усовершенство- 
вал вопрос о существовании касательной плоскости. Он 
дает прежде всего 2 такое определение: касательная плос- 
кость есть плоскость, обладающая тем свойством, что ни- 
какая другая плоскость не может пройти между нею и поверх- 
ностью. Это определение, представляющее собой распростра- 
нение свойства касательной к плоской кривой, известного 
еще древним грекам 3, обладает, как нетрудно видеть, очень 
большой степенью общности и строгости. И оно является 
качественным, чисто геометрическим;- определением. Дюпен 

1 Предисловие к 5-му изданию «АррИсаНоп 4е Рапа[узе, 
а 1а оботе ве». 

2 СВ. Бирт, Оёуеюрретенз 4е рвошёш, 1813, р. 7. 


3 См. например, 16-е предложение 3-Й книги «Начал» 
Евклида. 
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вводит условие, ограничивающее класс тех поверхностей, 
для которых устанавливается существование касательной 
плоскости. Это условие состоит в том, что каждая секущая 
плоскость образуег на поверхности сечение, не имеющее 
двойных точек. Затем Дюпен дает следующее доказатель- 
ство того, что такая поверхность имеет касательную плос- 
кость. Рассмотрим точку Р фоверхности и проведем через 
нее произвольную прямую РА. Через эту прямую проведем 
пучок плоских сечений. Каждое из них имеет, говорит Дю- 
пен, °касательную в точке Р. Через две произвольные 
касательные РТ и РО проведем плоскость. Если эта пзос- 
кость пройдет через все остальные касательные, то теорема 
доказана; но не пройти через все касательные эта плос- 
кость не может, ибо в противном случае она должна была 
бы пересечь поверхность по кривэй, имеющей касательными 
различные между собой прямые РТ, РО и все те касатель- 
ные вышеуказанных сечений, которые лежали бы в плос- 
кости ТРЮ. Таково, повидимому, рассуждение Дюпена. 
Я говорю «повидимому», потому что изложено это доказа- 
тельство довольно нечетко. Очевилно, что наиболее слабое 
место — конец рассуждения. Здесь неявно предполагается, 
что плоскость, в которой располагались бы касательные 
всех сечений пучка, удовлетворяла бы вышеприведенному 
эпределению касательной плоскости, а также то, чго если 
через касательную ОР к плоскому сечению поверхности 
провести другое плоское сечение, хо прямая ОР будет 
касательной и для этого последнего. 

Доказательство Дюпена черезвычайно характерно своим 
геометризмом, и направление, в когором оно идет, 
выдержано в стиле Монжа. Недаром Монж дал очень высо- 
кую оценку работе Дюпена. которая начинается тольхо 
что изложенной теоремой. 

Геометрический стиль характерен и для здесь печатаемой 
работы Монжа. Он проявляется с первого же ее параграфа. 
Возьмем, например, вывод уравнения нормали, Читатель 
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обратит внимание на то, что Монж не удовяетворяется 
простым аналитическим выводом, а лает его «иначе» и «еще 
иначе». При этом бросается в глаза то обстоятельство, что 
с аналитической точки зрения второй и третий выводы сложнее 
и требуют больших предварительных знаний. Оба они пред- 
полагают, например, известным, что две бесконечно близкие 
сферы пересекаются пб окружности, проходящей через 
центр одной из них и перпендикулярной к направлению 
центральной линии. С точки зрения аналитической это нужно 
доказать, исходя из выкладки. С точки же зрения гео- 
метрической, на которой стоит Монж, это является исход- 
ным пунктом для интерпретации выкладки. Весь курс 
Монжа выдержан в этом стиле. Поэтому, несмотря на зле 
ментарность предмета исследования, работа Монжа, прелста- 
вляя этот предмег в совершенно ином, непривычном для 
нынешнего математика аспекте, производит яркое впечатле- 
ние своим методом исследования. 


[К стр &0.] „может быть непрерывной, а может и не 
быть. Это место и аналогичные на последующих страни- 
цах переданы мною ие вполие адэкватно в целях крат- 
кости и благозвучия. Но-французски стоит: решё ёще оц 
п’ёые раз зоппизе а Ша 101 4е сопёпийв, т. е. «может быть 
или не быть подчинена закону непрерывности». Я должен 
предостеречь здесь читателя от неправильного понимания 
текста Монжа. Понятие непрерывности кривой во время 
Монжа не было строго отграничено и, во всяком случае, 
не совпадало с нашим понятием непрерывности. Понятие 
кривой линин (без дополнительного атрибута непрерывности) 
включало в себя (неявно) то, что мы называем непрерыв- 
ностью. Разрыв второго рода вообще не предусматривался, 
в случае же разрыва первого рода кривая обычно считалась 
просто за две кривых\ Но непрерывная в нашем 


1 Впрочем, некоторые авторы (и в их числе Монж) рас- 
сматривали функции, разрывные в нашем смысле, но они 
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смысле кривая могла обладать неправильностями, например 
делать излом, при котором, однако, подразумевалось суще- 
ствование двух касательных (правой и левой). В этих-то 
случаях кривая и считалась «не подверженной закону непре- 
рывности». Какие требования «закон непрерывности» на- 
кладывал на функции, представляющие кривую, — об этом 
никто не имел в эпоху Монжа сколько-нибудь ясных пред- 
ставлений. Понятия непрерывности, сходимости и т. д. стали 
рабочими инструментами математики только к 20-м годам 
ХЕХ в. благодаря работам Коши и Абеля. Интересно отме- 
тить, что Коши, давший систематическое построение ана- 
лиза на базе современного понятия непрерывности и предела, 
доказывал в своем курсе, что сходящийся ряд непрерывных 
функций имеет суммой всегда непрерывную же функцию. 
Что это неверно, знает сейчас каждый студент универси- 
тета. Отсюда видно, как трудно было даже гениальнейшим 
математикам сто лет назад освоиться с новыми концепциями. 

Что касается структуры настоящего параграфа, то она 
типична для всей работы Монжа. Каждая геометрическая 
задача решается в ней двумя, тремя и т. д. «способами» — 
смотря по тому, каков порядок уравнения с частными 
производными, которое этой задаче соответствует. В. каж- 
дом из способов за исходную точку берется то или иное 
геометрическое свойство поверхности, геометрически выво- 
димое из условия задачи. Свойства линий на поверхности, 
движением которых может быть «порождена» поверхность, 
и характер этого движения дают конечное уравнение; рас- 
смотрение касательной плоскости дает уравнение в част- 
ных производных первого порядка, рассмотрение линий 
и радиусов кривизны дает уравнение второго порядка и т. д. 
Этим подготовляется почва для установления связи между 


не пользовались при этом термином ЮпсНоп @15сопНише. 
Арбогаст (АгфоразЁ) ввел в 1791] г. дяя таких функций тер- 
мин опсНоп$ @1зсопНриёз, который, однако, В литературе 
не привился. 
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уравнением в частных производных и его интегралами. 
В данном параграфе рассматривается простейшая из за- 
дач. В дальнейшем, по мере усложения задач, развертыва- 
ются замечательные геометрические конструкции, поражаю- 
щие силой воображения и гениальностью художественной 
композиции целого. 


[К стр. 81.]...эта функция может или не может быть 
представлена аналитически... У Монжа: СеНе фогше [4е 
ТопсНоп] е5{ оц п’ез{ раз зизсерНЫе д’ёне ехргйпёе апайу- 
Ндиетет, зшуапЁ дие 1а сошБе её оп п’её раз зоипизе а 1а 
107 4е сопёпийв. 

Термин «аналитическое представление» функции не нужно 
понимать в современном его смысле. В эпоху Монжа этот 
термин имел очень расплывчатый смысл. Под аналитичз- 
ской функцией разумели обычно (и в этом смысле, повиди- 
мому, употребляет этот термин и Монж) такую функцию, 
которая может быть выражена единственной (для 
пелого отрезка значений независимой переменной) «форму- 
ЛОЙ», т. е. конечным или бесконечным выражением, образо- 
ванным из «элементарных» функций. С точки зрения этого 
понимания утверждение Монжа неверно. Но под этим утвер- 
ждением подписался бы всякий математик ХУШ в., ипер- 
вым, кто опроверг его, был Фурье, работа которого 1 вышла 
в 20-х годах ХХ в. В этой работе впервые был дан метод 
изображения разрывных функций с помошью бесконечных 
рядов элементарных (тригонометрических) функций. 

Обращаю внимание читателя на замечательный метод 
вывода конечного уравнеция поверхности, опирающийся на 
установление «одновременной постоянности и одновремен- 
ной переменности» двух количеств. Этот метод плодотворно 
применяется Монжем на протяжении всей работы. Насколько 
я знаю, этот подход к понятию функциональной зависимо- 


1 Трое апйуйчие 4е 1а сВаеиг, 1822. 
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сти никогда не брался за исходный пункт в учебной лите- 
ратуре по анализу. Между тем он имел бы огромные пе- 
дагогические преимущества перед обычным сухим сведением 
понятия функции к идее одно-ихли многозначного соответствия. 


{К стр. 86 и стр. 87.] См. предыдущее примечание. 


[К стр. 87] „полным интегралом. У Монжа: пиёотае 
сотр! е. Таким образом здесь и в дальнейшем терминоло- 
гия отлична от современной (мы сказали бы: «общий инте- 
грал»). У Монжа в дальнейшем рассматривается и полный 
интеграл в современном смысле слова. Он используется 
для получения общего интеграла так же, как это делается 
в современной теории; только верный своему стилю Монж 
обосновывает метод чисто геометрически. Сообразно с этим 
то, что мы, следуя терминологин Лагранжа, называем пол- 
ным интегралом, Монж называет «уравнением огибаемой». 


[Е стр. 91.] .мы исключим некоторый параметр. Ни 
о каком параметре до сих пор не было речи. Здесь налицо 
очевидный стилистический ляпсус, повторяющийся во всех 
изданиях и сохраненный у Лиувилля. В переводе я точно 
воспроизвел текст орьгинала, так как иначе пришлось бы 
произвольно изменнть все начало этого абзаца. Нетрудно 
видеть, что в этом абзаце речь идет уже не об одной 
поверхности, около которой требуется описать конус, имею- 
щий данную точку вершиной, а о целом однопараметриче- 
ском семействе таких поверхностей. Ищется геометрическое 
место всех кривых касания этих поверхностей с соответ- 
ствующими` конусами, имеющими общую вершину (а, В, с). 


[К стр. 92.]...поверхностями, которых касаются конусы... 
В оригинале: зигЁасез юнсНбез. Здесь и в дальнейшем я не 
счел возможным переводить буквально: <касаемые поверх- 
ности» и принужден был прибегать к перефразировке: 
«воверхностн, которых касаются», причем, естественно, дод- 
жно появляться и отсутствующее в тексте указание на то, 
что именно касается поверхности (в данном случае конусы). 
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[К стр. 96.] ..его полным интегралом. См. примечание 
к стр. 87. 

[К стр. 96.] „.какие-либо функции. За этими словами сле- 
дует небольшой абзац, который я не включил в текст перевода, 
так как мне был неясен его точный смысл. Вот этот абзац: 

Рапз сеНе шёте пуро#ёзе, | езЁ &\еп дое, $ Роп арюше 
А сБасипе 4ез ог@оппёез$ 2 @е1а зиМасе @е тгбуош@оп 
Гогаоппёе соггезроп4аше ип рп, оп аига Рогаоппёе 4?’ипе 
эш {асе Че тёуомНоп татрал{е, Чоп 1а рёпёгаНоп её фа 
шёте дие сеПе 4е 1а зиасе 4ез ЪБашяез татрапё. Оопс 
РёанаНоп оепёае Че 1а зшФасе 4ез Базе гатрапё, тар- 
роге А #015 рапз тесбапритез, Чоп Чецх раззерф раг 
Рахе 4е гёуомНоп, ез{ 


2=Сх-+ Буа +57), 


1а юге де а ЮпсНопф Чёрепааще 4е 1а Ююгте Чи ргой 
ди Башзые, ртой 4 решё ёге оц п’ёне раз зоиииз а 1а 
Ю1 ае сопёпийв. 

Как мне кажется, это место должно быть переведено сле- 
дующим образом: «Если Мы сохраним те же предположе- 
ния [т. е. что ось вращения совпадает с «вертикальной» 
осью координат] и прибавим к каждой из ординат 2 поверх- 
ностн вращения соответствующую ординату некоторой плос- 
кости, то мы получим ординату наклонной поверхности вра- 
щения, способ образования которой тождественен со способом 
образования поверхности наклонных балясин 1. Итак, общее 
уравнение поверхности наклонных балясин, отнесенное к трем 
взанмно перпендикулярным осям координат, две из которых 
проходят через ось вращения, есть 


2=Сх + Бу 207 + 1), 


1 Балясиной в архитекхуре называют точеный столбик, 
поддерживающий перила. 


83 Г. Монж, 
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причем вид функции ф зависит от формы профиля балясины; 
этот профиль может быть, а может и не быть подчиненным 
закону непрерывности» (см. примечание к стр. 80). 

[К стр. 10041 ..уравнение Е (ху 2) =0 должне удовлетво- 
рять уравнению поверхности вращения. Это место переве- 
дено буквально. Мы сказали бы вместо «уравнение Р(ху2)=0» 
«функция 2(ху), определяемая уравнением Р (ху2) = 0». 


[К стр. 100.] ..встречаются в практике. В оригинале: 
зе тепсопнепф @Фапз 1ез а. Следующая фраза содержит 
много технических терминов; я не могу поручиться, что 
правильно их перевел. Привожу поэтому полный текст ори- 
гинала: Га зиыгГасе ан сопо4е её 4е уоще Фаг@е еп юг 
топа, 5 зиЦасез зирбцеите её иШёНеиге 4ез тагснез Че 1а 
\15 а доиг спещане ек., зо ЮЩез зоипузез & сефе обпёга- 


Ноп. Те же термины входят в условие нижеследующих 
«примеров». 

[К стр. 105—106] Здесь Монж упоминает результат Менье, 
о котором было подробно сказано в вводной статье (см.стр.60), 


[К стр. 106.] Способы образования... выражаются линей- 
ными уравнениями. В оригинале: ез рёпёгаНопз Чез зиЦа- 
сез дие пои$ ауопз сопзегёез уизайе 11 зопё ехруитеёез раг 
4ез баца#опз аих ЧШгепсез рагНеШез Шпбамез. В целях 
единообразия терминологии мы переводим термин «рёпёгаНоп» 
выражением «способ образования». Может быть, лучше 
было бы сказать «способ порождения». Что нельзя было 
переводить просто «порсждение» или «образование», показы- 
вает, например, настоящая фраза. 

«Порождение» поверхности играет у Монжа центральную 
роль как в классификации поверхностей, так и вннтегриро- 
вании уравнений с частными производными. Тип поверх- 
ности определяется характером движения «порождаю- 
щего» ее геометрического объекта. Таким образом монжева 
трактовка геометрин и связанных с ней вопросов анализа 
глубоко кннематична, и в этой кинематичности, без сомне- 
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ния, лежит «секрет» тех успехов Монжа, которыми восхи- 
шался Лагранж, признававшийся в том, что он завидует 
Монжу. Относительно термина «уравнения с частными 
циференциалами» см. примечание к стр. 108. 


[К стр. 107.] Предположим, что функция $ принимает 
последовательно все возможные виды. В оригинале: $ Роп 
зиррозе дие 1а юпсНоп $ ргеппе зассеуетене +ощез 1ез Гог- 
тез роззЫез. Обращаю внимание из это выражение, не- 
однократно встречающееся у Монжа. Оно свидетельствует 
о том, что сомнение в возможности расположения любой 
бесконечной совокупности в бесконечную носледовательность 
было совершенно чуждо Монжу. Словом «последовачель- 
ность» (см. тремя строчками ниже цитированного места) 
мы здесь и в дальнейшем переводим стоящий в оригинале 
термин зиНе. 


[К стр. 108.] Это свойство, этот способ образования- 
В оригинале: се сагасЁёге, сеНе ргорцёё, сейе рёпёгаНон... 
Сколько синонимов для придания большей выразительности 
основному приему Монжа! (см. примечание к стр. 106). 

Термин «интегральное уравнение» (6диаНоп  изота), 
употребляемый здесь в смысле, отличном от современного, 
не требует особых пояснений. Что касается термина «урав- 
ненне в частных диференциалах» (в дуаНоп аих а&тепсез 
рагНе|ез\, то необходимо сделать следующие терминологи- 
ческие пояснения. 

Термин «Ч егепсс», вообще означающий «разность», упо- 
требляется Монжем в специфическом смысле «бесконечно 
малая разность» (ср. примечание к стр. 78). Слово «беско- 
нечио малая» подразумевается; напротив, конечная разность 
всегда называется @16тепсе Нше. Мы переводим поэтому 
А6тгепсе словом «диференциал». Замечу еще, что термином 
«диференииал» Монж обозначает как величины @х, у, 42%... 

422 422 


так и отношения =, -—_,„.... которые мы называем «произ» 
4х2 *ахцу”`” р р 


38* 
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водными» (обыкновенными или частными). Здесь мы как раз 
имеем последний случай. Но я нигде не перевожу в таких 
случаях «производиая», так как термин этог (юлеНоп 461- 
убе) также встречается у Монжа, но совершенно в ином 
смысле (см. примечание к стр. 276). У Монжа встречается еще 
слово «@НГгепНеЦе», которое иной раз без ущерба для 
смысла можно было бы передать словом «дифереициал». 
Но внимательное чтение контекста показывает, что всюду, 
где оно встречается, это слово употребляется как при- 
лагательное, при котором опущено то существитель- 
ное, к которому оно относится, подобно тому как упо- 
требляется нм слово «переменное» (уацае), при котором 
часто опускается слово «количество» (диап). В тех случаях, 
когда при слове «@6гепйеЦе» подразумевается слово «диан- 
6», его, как мы уже сказали, можио было бы переводить 
словом «диференциал». Но часто при нем подразумеваются 
и иные существительные. Например, Монж часто говорит: 
бапаНоп Р=0 еЁ за ЧН гепЧеЦе — «уравнение Р-=0 и его 
дифереициальное», Т. е. «уравнение Р=0 и уравнение, 
получающееся диференцированием его». Ввнду этого мы 
никогда не переводим термин «@геп еЦе» словом «диферен- 
циал», а всегда прибегаем к более точному, хотя и меиее 
компактному способу выражения. 


[К стр. 116] Запись формулы в точности воспроизводит 
оригинал. 


[К стр. 119] Чтобы не перегружать этой задачи... Монж 
откладывает до следующего параграфа аналитический вы- 
вод уравнения характеристики из диференциального урав- 
нения с частными производными, но уже в этом параграфе 
(ниже, стр. 120—121) он дает общий метод получения ребра 
возврата (интегральной кривой по современной терминоло- 
гии). Так как теория характеристик играег у Монжа веду- 
щую роль и так как, с другой стороны, разбросанные в 
различных местах этой книги соображения Монжа лншены 
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единства и зачастую темно изложены, то я считаю полез- 
ным дать здесь общие пояснения, относящиеся к монжеву 
методу характеристик. После этого упомянутые выше 
места, в частности текст последующих „двух страниц 
(© котором см. в конце этого -примечания), станут более 
понятными. 

Термин «характеристика», введенный Монжем, имеет у 
Монжа по существу два значения. В современной матема- 
тике оба эти значения удержались. Но Монж плохо их раз- 
личает между собой. Прежде всего Монж понимает под 
характеристикой линию пересечения двух бесконечно близ- 
ких поверхностей, принадлежащих однопараметрическому 
семейству поверхностей, причем последиее может быть 
либо непосредственно задано, либо по произволу выде- 
ляться из семейства, зависящего от большего числа пара- 


метров (лвух, трех и т. д.). 
Вывод уравнения такой характеристики изложен в пред- 


шествующем параграфе. 

Второе понимание характернстики, нигде Монжем не вы- 
раженное в четкой форме, исходит из заданного диферен- 
циального уравнения с частными производными. Если через 
некоторую линию, вернее через нринадлежащее этой линии 
многообразие соответствующего порядка (какого именно, 
будет ниже сказано), можно провести не конечное число, 
а бесчисленное множество поверхностей, удовлетворяющих 
данному уравнению в частных производных, то эту линаю 
Монж называет характеристикой. Упомянутое линейное 
многообразие для уравнений первого порядка имеет нуле- 
вой порядок (т. е. есть просто сама линия); для уравнений 
второго порядка оно имеет первый порядок, т. е. является 
лииейной полосой, и т. д. 

В этом втором смысле нужно понимать термин «харак- 
теристика», например, на стр. 160 и следующих этой книги, 
где Монж получает характеристику уравнения с частными 
производными второго порядка. 
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Моиж, как выше сказано, смешивает два этн понятия 
характеристики, но для этого смешения он имеет, так ска- 
зать, некоторое основание. 

Действительно, для случая уравнения первого порядка 
всякая поверхность, представляющая интеграл (ие особый) 
этого уравнения, служит огибающей некоторого однопара- 
метрического семейства, соответствеяным образом выделен- 
ного из семейства поверхностей, зависящих от двух пара- 
метров. При этом всякая характеристика любого из одно- 
параметрических семейств (т. е. характеристика в первом 
из вышеуказанных смыслов) является характеристикой урав- 
нения в частных производных (т. е. характеристикой во 
втором из вышеуказанных смыслов), и обратно. 

Не так, однако, обстоит дело в случае уравнения высшего 
порядка. Здесь характеристики во втором смысле суще- 
ствуют «в гораздо большем числе», чем в предыдущем слу- 
чае — «число» их зависит от произвольной функции, тогда 
как в случае уравнения первого порядка оно зависит от 
трех произвольных постоянных. Но лишь в исключительных 
случаях общий интеграл уравнения с частными производ- 
ными можно представить в видз огибающей однопарамет- 
рического семейства, выделяемого из семейства поверхно- 
стей с большим числом параметров. 

В этом исключительном случае два вышеуказанные понятия 
характеристики тождественны. Монж не видит существен- 
ного различня между уравнениями первого и высших 
порядков; в этом именно смысле он имеег основание сме- 
щивать два понятия характеристики. 

Но неясность в понимании термина характеристик идет 
у Монжа н дальше. Чтобы характеризовать эту неясность, 
я должен буду войти в большие подробности по существу. Для. 
определенности предположим, что нам дано уравнение с част- 
ными пронзводными второго порядка типа Монжа-Ампера. 

Если мы запищем аналитически условие, иеобходимое для 
того, чтобы некоторое линейное многообразие первого 
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порядка было характернстическим, то получим два обык- 
новенные диференциальные уравнення, которые в общем 
своем виде впервые были установлены не кем иным, как 
Монжем. 

В настоящее время эти два уравнения рассматриваются 
как определение характеристики. В таком случае 
встает вопрос, всякое ли характеристическое многообразие 
в этом, третьем уже, смысле есть характеристическое много- 
образие в том смысле, что через него проходит бесконечное 
множество интегральных новерхностей. Для Монжа этот во- 
прос как бы не существует; он его нигде не ставит и, по- 
видимому, склонен был бы ответить на него положительно. 

И в общем случае, действительно, этот положительный 
ответ является правильным. Но как раз в том частном слу- 
чае, когда интеграл уравнения типа Монжа-Ампера может 
быть получен вышеуказанным процессом огнбания. отвег 
будет отрицательным: в этом случае, когда для уравнения 
второго порядка существуют характеристики в первом 
смысле, являющиеся в то же время характгристиками и во 
втором смысле, класс этих характеристик не тождественсклас- 
сом линий, определяемым системой двух упомянутых обыкно- 
венных диференциальных уравнений, что ясно а рНой из 
того, что первый из этих классов зависит от произвольных 
постоянных (пяти), тогда как второй — от произвольной 
функции. 

Геометрически дело обстоит так: снстеме двух упомяну- 
тых выше характеристическнх уравнейий удовлетворяет 
любая полоса, чвырезанная» из произвольной «огибаемой › 
трехпараметрического семейства «полных интегралов», в том 
числе и характеристика в первом смысле слова. Но только 
через эту последнюю полосу можно провести бесчисленное 
миожество интегральных поверхностей; через остальные 
же, вообще говоря, можно провести лишь по одной инте- 
гральной поверхности (именно, поверхность соответствую- 
щей огибаемой). 
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Так, например, диференциальное уравнение развертываю- 


щихся поверхностей 
м — 5—0 


имеет характеристикой в ныне употребительном смысле слова 
любую плоскую полосу (т. е. плоскую кривую, снабженную 
элементами поверхности, которые все лежат в плоскости 
этой кривой). Однако через такую полосу можно в общем 
случае провести лишь одну интегральную поверхность, 
какой будет в данном случае плоскость характеристики. 
Если же эта плоская полоса имеет носителем прямую 
линию, тогда существует бесчисленное множество развер- 
тывающихся поверхностей, которым принадлежит полоса. 

Между тем Монж в этом случае не проводит различия 
между характеристикой в первых двух смыслах и характе- 
ристикой как линией, удовлетворяющей устанавливаемым 
им обыкновенным дифереициальным уравнениям. Имея 
в виду вышесказанное, читатель сможет легко ориенти- 
роваться в различных местах этой книги, где Монк поль- 
зуется методом характеристик. 

Очень часто (так обстоит дело и в этом параграфе и во 
многих следующих) Монж пользуется этим методом, так 
сказать, задним числом. Ои устанавливает уравнение харак- 
теристнки (понимая ее в первом из вышеустановленных 
значений), исходя из чисто геометрических соображений; 
путем других геометрических соображений он устанавли- 
вает соответствующее уравиение в частных производных 
и конечное уравнение, служащее общим интегралом послед- 
него. Аналитический вывод уравнения характеристики из 
уравнения с частиымн производными и уравнения инте- 
гральной поверхности из уравнений характеристики явно 
основывается на предварительном сопоставлении получен- 
ных независимо друг от!друга результатов. 

Очевидно, что изложение Монжа отражает его творческий 
путь. Несомненно его метод интегрирования уравнений 
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с частными производными возник из изучения «способа 
образования» поверхностей. Несколько раньше Монжа си- 
стематические методы решения уравнения в частных произ- 
водных были даны Лагранжем. Не входя в подробности, 
которые завели бы нас слишком далеко, укажу, что уже 
в работе 1774 г.1 Лагранж дал прием получения общего 
интеграла уравнения первого порядка из полного (в этой 
работе он вводит термин «5ой\юп сошр\{е» — «полное ре- 
шение») и мимоходом указал геометрический смысл этого 
приема. Лагранж к этому времени владел уже общим ме- 
тодом интегрирования линейных уравнений первого порядка, 
умел интегрировать многне частные типы нелинейных урав- 
неннй и обладал методом сведения иелинейных уравнений 
к линейным. Этот метод можно было прнменнть и к общему 
случаю нелинейного уравнения, но Лагранж этого не усмот- 
рел. Первый вполне общий метод был дан лишь в 1784 г. 
Шарпи, работа которого была представлена в Нарижскую 
Академию наук, но утеряна Лагранжем, взявшим ее 
на отзыв. 

В том же 1784 г. Монж дал для опубликования свою 
большую работу, посвященную теории ннтегрирования урав- 
нений с частными производными. Том академического жур- 
нала, в котором эта работа была помещена? вышел спустя 
три года. В том же томе содержится другая работа Монжа, 
посвященная «образованию поверхностей». Она явно 
‘служит базой для мемуара, о котором мы только чтс 
говорили. Этот последний написан чисто аналитическн, мно- 
гое в нем трудно понять, если не знать геометрических 
предпосылок, лежащих в его основе. Мемуар этот содержит 
громадное богатство идей и методов, и нет возможности 
вкратце ознакомить читателя с его структурой. Заметим 


1 «МонуеЦез шётонез 4е РАса@ёпие 4ез Зепсез 4е Вег- 


Ви», 1774 (1776). 
2 «Нзюйе @е РАса@ёпие 4ез Зепсез», 1784 (1787) 
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только, что в нем содержится вывод уравнения характе- 
ристики для линейных уравнечий с частными производными 
первого и второго порядков. Что касазтся нелинейных урав- 
нений первого порадка, то и для них получаются уравие 
ния характеристики с помощью весьма оригинального приема: 
данное уравнение первого порядка подвергается частному 
ди реренцированию, и разыскивается характеристика полу 
ченного таким образом уравнения второго порядка. 

Самому понятию характеристики Монж не дает в этом 
мемуаре ясного определения, и вообще теоретическое обо- 
снованне методов дается им в очень темной форме. Но, 
если истолковать его выводы на современном языхе, то мы 
увидим, что Монж исходит из того понимания характери- 
стики, которое мы условно назвали выше вторым. Заметим 
попутно, что в мемуаре Монжа имеются и фактические 
ошибки; об одной нз них я рассказываю ниже, в приме- 
чании к стр. 330. 

Если сравнить между собой вышеупомянутый ме- 
муар 1784 г. иту работу, которая здесь печатается и основа 
которой, как мы указывали, создавалась примерно десять 
лет спусгя, то сразу видно, что в этой последней работе 
отражен тот творческий путь, который привел Мозжа к общим 
результатам мемуара 1784 г. Неудивительно поэтому, что 
мы находим здесь и повторения н противоречия. Те параграфы, 
которые представляют собой позлнейшее прибавленне и ко- 
торые возникли примерно ещз десятью годами позднее, 
снльно отличаются в указанном выше отношении от осгаль- 
ных. Представляя собой воспроизведение печатавшихся 
в «Журчале Политехнической школы» мемуаров, они пред- 
полагают известными некоторые из результатов работы 1784 г. 
Поэтому там изложение гораздо полнее и систематичиее. 
Как я уже говорил, к четвертому изданию «АррИсаЦцопз»ь 
(1809 г.) Монж сделал еще два «добавления». Одно из 
них дает теорию интегрирования уравнений с частными 
производными первого порядка методом характеристик 
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и вывод уравнения самой характеристики с большой систе- 
матичностью и полнотой И здесь есть некоторые темные 
места, но общий хол рассуждений Монжа может быть 
вполне строго и безукоризненно изложен. 

Как эта позднейшая работа, так и ряд ранних работ 
Монжа, нанболее важной из которых является вышеупомя- 
нутый мемуар 1784 г, хотя и являются продуктом геоме- 
трических соображений, но основным своим сюжетом имеют 
аналитические операции; напротив, в осзовном тексте «При- 
ложения анализа к геометрии» ведущую роль нграют гео 
метрические построения. Даже при выполнении чисто ана- 
литических операций Монж исходит часто из рассмотрения 
геометрических свойств рассматриваемых образов. Иногда 
аргументация приобретает от этого особую яркость и на- 
глядность, но иногда, напротив, в изложение вносится нз- 
четкость, расплывчатость, очень метко охарактеризованная 
Лежандром. Упоминая о сообщенном ему Мончжем методе 
интегрирования уравнения минимальной поверхности, Ле- 
жандр говорит * «его исследования привели его к истинному 
интегралу, который он мне сообщил вместе с методом, 
которому он следовал; но метод этот основывается на не- 
которых метафизических принципах, которые неприемлемы 
для геометров»- 

Рассматриваемое нами место может служить хорошим 
примером использовалия «метафизических принципов». Вслед 
за выводом уравнения характеристики Монж получает урав- 
нение ребра возврата. Он делает это двумя способами. 
Первый состоит в том, что он, исходя из чисто геометри- 
ческих соображений, устанавливает такое соотношение 
между диференциалами 4х, 4у, 42 характеристического на- 
правления, которое не содержит величин р, 4 и таким обра- 
зом имеет место как для любой характеристики, так и для 


4 «Нзюйе де ГАсадёпИе 4ез 5епсез», 1787, р. 310. 
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ребер возврата, каждое из которых является огибающей 
некоторого семейства характеристик. Соображения Монжа 
здесь совершенно ясвы и не требуют особых пояснений, 

Но, не довольствуясь этим, Монж дает и второй, по суще- 
ству аналитический вывод, который геометрическая аргумен- 
тация Монжа не только не делает более ясным, но, напротив, 
чрезвычайно затемняет. Есяи в первом выводе уравнение, 
содержащее координаты характеристики и их диференциалы 
и не содержащее р, 4, получалось из чнсто геометрических 
соображений, то во втором дело сводится к исключению р, 9 
из двух уже установленных соотношений; 


рду-— 94х =0, 
42=рах + 94у 


и уравнения в частных производных. 
22 (1- р? #2) = 4. 


Результат исключения снова дает то же уравнение: 
22 (4х2 + 4у? |- 42?) — 8 (4х? -- 4у?), 


которое имеет место как для характеристики, так и для 
ребра возврата (интегральной кривой). 

Но все то, что говорится У Монжа о неявной завнсимосги 
р, 9 от количеств а, |, нисколько не уясняет сути дела; 
напротив, если уже рассматривать величины р, 4 как функ- 
ции а, № то с таким же правом можно считать н диферен- 
циалы 4х, Ау, 42 зависящими от количества а, которое, по 
словам Монжа, «определяет положение характеристики на 
огибающей». Мы еще не раз встретимся с примерами та- 
кого рода аргументации; в своих комментариях я стараюсь 
всюду разъяснить мысль Монжа там, где оиа выражена 
недостаточно четко, и указать те места, где аргументация 
Монжа построена на «метафизических принципах». 
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[К стр. 121] ..в смешанных диференциалах, частных 
и полных. В оригннале: аих Огепсез тез, рагбеЦез в 
Чо1а[ез. 

Смысл тот, что в уравнения (5) входят как обыкновен- 
ные диференциалы (производные) 4х, 4у, 42, так и частные 


42 42 
диференциалы (производные} де ВУ" Нужно сказать, что 


термин «уравнения в смешанных диференциалах» встречается 
у Монжа неоднократно; хотя вышеуказанный формальный 
признак остается тем же, однако математическое содержа- 
ние его неопределенно. В самом деле, Монж называет 
«уравнением в смешанных диференциалах», например, также 
уравнение вида 42 = А(х, у, 2, р,д) 4х + В(х, у, 2, р,4) ау, 
где диференциалы 4х, ду, 4г обозначают любые перемещения 
на поверхности, так что неявно подразумевается еще урав- 
нение 42 =р ах - 94у. Таким образом в этом случае мы 
имеем систему уравнений с частными производными 
вида р=А(х, у, 2, р, 4), а=В\(х, у, 2, р, 4). Ср. также 
стр. 50Т и 5, а также второе примечание к стр. 511. 

Встречаясь в «АррИсаНоп$» с «уравнениями в смешанных 
диференциалах», Монж не рассматривает их, а ссылается на 
посвященный им специально мемуар; повидимому, однако, 
этот мемуар никогда не был опубликован. В числе неопу- 
бликованных работ Монжа, хранящихся у его наследников, 
имеется работа, посвященная «уравнениям в смешанных 
диференциалах». Что именно в ней содержится, сказать 
трудно. Было бы очень интересно увидеть ее опублико- 
ванной. 

[К стр. 122.] ..если изгибать эту плоскость. В оригинале: 
$1... оп рНе се р!ап. В конце этой же фразы словами «дает 
общий случай ребра возврата» передан такой оборот в 
оригинале: зега, еп репегае, Раге де гебгоиззетещ. 

[К стр. 124.]...мы увидим в дальнейшем... В оригинале: поцз 
уеггоп$, раг 1а зиИе аи’еЦез еп зо Рииёета!е сотр &е 
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раг ипе сопз{атйе аРЬНгайе а, & саизе 4ез аШегёпсев ог@!- 
пагез, её раг ипе опсНоп агойгайе $ А саизе 4ез Ч ётепсез 
рагНе!ез. 

Обращаю внимание на эту аналогию, мало убедительную 
с чисто математической точки. зрения и носящую характер 
скорее художественного самоубеждения, чем математической 
аргументации. 


[К стр. 129.]..к тей огибаемой... Я перевожу всюду епуе- 
1оррёе — огнбаемая, епуеюрре — огибающая. В этом месте 
я отступаю от текста, где, повидимому, ошибочно стоит 
епуе/юрре. Это написание сохранено и в лиувиллевском 
издании. 


{К стр. 1294 ..произвольной точки... В оригинале ройй 2ё- 
пёгае (общая точка). Этот очень выразительный термин для 
обовначения точки с текущими координатами я в других 
местах, гле это не вредит благозвучию и не вносит дву- 
смысленности, сохраняю и в переводе. 


[К стр. 134.|..одна из сторон огибаемого конуса. В ори- 
гинале: ип 4е5 сбёёз Чи сбпе епуоррё. Я не перевожу 
«образующая конуса», так как термин «образующая» — 
рёпёгаф се, часто встречающийся у Монжа, имеет у него 
специфический смысл. 


[К стр. 135—186.}..мы будем впредь обозначать... Обо- 
значения р, 9 гля первых частных производных, общепри- 
нятые в настоящее время, впервые введены в употребление 
Эйлером. Из контекста ясно, что термин «диференцизл» 
(частный диференциал) Монж употребляет также и в смысле 
«производная». Напротив, Лагранж1 определяет частный 
диференциал — @#втепсе рагНеце — как бесконечко малое 
приращение, которое получает функция нескозьких перемен- 
ных при изменении только одного из своих аргументов, 


1 М&оЧе оёпёгае рог пиёртег 1ез `6диаНопз аих @ИГ6- 
тепсез рагцеНез @и ргепмег огаге. «Оецугез @е Газгапре», 
у. М, р. 543. 
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например аргумента х, и представляет этот частный дифе- 
ренциал в виде р 4х. Термин «производная» функция введен 
Лагранжем в «ТЬбоце 4ез ЮпеНопз апа?уНдиез». Однако 
в других своих работах, в частности в указанном в сноске 
мемуаре, Лагранж не пользуется этим термином. 


[К стр. 186.]...из пяти количеств х,у, 2, р, 4 лишь по- 
следние ри 4, могут быть различными в уравнениях 
двух различных огибаемых. 

Монж имеет в виду две бесконечно близкие огибаемые 
поверхности и рассматривает точку (х, у, 2), лежащую на 
линии пересечения. 

Следующий за приведенными словами вывод не может 
быть признан отчетливым; в частности, неуместна ссылка 
на то, что для получения характеристики нужно диферен- 
цировать уравнение огибаемой по параметру а, который 
вовсе не участвует теперь в задаваемом уравнении и для 
привлечения которого нужно, как это делалось на стр. 119 
(см. примечание к стр. 119}, вводить «неявную зависи- 
мость» от него величин р и 9. 

Олнако самый процесс вывода можно оставить неизмен- 
ным и при более доказательном рассуждении. 

Будем исходить из понимания характеристики как линии 
пересечения каких-то двух бесконечно близких поверхностей 
семейства 2= (х, у, в), т. е. будем брать термин «харак- 
теристика» в первом из тех смыслов, в каких им пользуется 
Монж (см. примечание к стр. 75); предположим далее, что 
любая поверхность семейства г = (х, у, в) есть интеграль- 
ная поверхность уравнения Р(х, у, 2, р, 9)==0, так что 
это последнее тождественно удовлетворяется при замене 
величин 2, р, 9 выражениями У(х, у, а), Г» (х, У, @\, Лу (х, У, 9). 
Предполагая, что указанная подстановка выполнена, проди- 
фереицируем уравнение Р == 0 тю а. Мы получим: 


29 009 = (1) 
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где 7, Р, О — частные производные функции Р по 2, р, 9, 
в выражениях которых произведены вышеуказанные под: 
становки. 

Уравнение (1) удовлетворяется для каждой точки любой 
интегральной поверхности. Но для точек, лежащих на какой- 
либо из характеристнк, как вытекает из формулы (В) 
стр. 110, имеет место сверх того соотношение 


97 _ 
о 


92 
и, следовательно, количество 5, В уравнении (1) обращается 


в нуль. Итак, для каждой точки характеристики тождест- 
венно удовлетворяется уравнение 


др 92 
Ру. +9 =0. @) 


С другой же стороны, так как для характеристики тожде- 
ствеино удовлетворяется соотношение 


то диференциалы 4х, 4у, соответствующие смещению вдоль 
характеристики, связаны соотношением: 


02} 


0} ИЕ 
+ бу =0 


или, что то же, соотношением: 


ах =0. (3) 


Исключая количества е е из уравиеннй (2) и (3), мы 


получаем: 
Рау - Оах=0. 
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Второй вывод Монжа по существу ничем не отличается 
от первого, так как каждую огибающую можно рассмотреть 
и как огибаемую в некотором другом семействе полных 
интегралов. 

Полученная для характеристики система уравнений 


Рау — 9ах=0, 
аг==рах - вау 


является не полной. В ней недостает еще двух 
уравнений, дающих величины 4р и 49 (см. примечание 
к стр. 397). 


{К стр. М] „. отношению радиуса к косинусу. Здесь и в 
ряде пругих мест Монж пользуется старинной терминоло- 
гией, в. которой синусом и косинусом называли то, что мы 
иазываем линиями синуса и косинуса. 


[К стр. 143.} „пусть м, у, "— координаты точки каса- 
ния огибаемой, а х, у, 2 — координаты точки касания 
огибающей. В первом случае имеется в виду не самая 
точка касания, а та точва пространства, в которой нахо- 
дилась точка касания при начальном положении движущейся 
поверхности. Таким образом величины х”’, у’ фактически 
являются параметрами, к которым отнесена огибающая 
поверхность. 


[К стр. 143.] Когда мы будем изучать теорию интегри- 
рования уравнений в частных диференциалах. В ориги- 
нале: 10154ие поцз фгаЙегоп$ Чи сасщ инёрта! @ез ёднаНопв 
аих ЯНгепсез рагеПез. 


[К стр. 145] ...по которой пересекаются эти две оги- 
баемые. Аргументация Монжа здесь явно неубедительна. 
так как из нее не вытекает, что цилиндрическая поверх- 
ность вдоль линии касания ее с огибающей будет касаться 


89 Г. Менж 
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одной и той же пары бесконечно близких огибаемых. 
Однако самое утверждение правильно, и в этом можно 
легко убедиться с помощью того же геометрического ме- 
`тода, который характерен для Монжа. Именно, так как 
огабаемая движется в горизонтальном направлении посту- 
пательно, не вращаясь и не деформируясь. тю лишь те ее 
точки будут принадлежать поверхности в обоях ее беско- 
нечно близких друг к другу положениях, в которых каса- 
тельная плоскость проходат через направление смещения. 
Поэтому в давном однопараметрическом семействе на каж- 
дой индивидуальной поверхности характеристическая линия 
определяется как геометрическсе место точек, касательные 
плоскости которых параллельны заданному горизонтальному 
направлению. Эти касательные плоскости являются, следо- 
вательно, одяовременно касательными плоскостями горизон- 
тальной цилиндрической поверхности, о которой идет речь 
в тексте. ” 

Нетрудно заметить, что выводимое Можем «второе урав- 
нение характеристики» есть интеграл диференциального 


ар _ 94 | 
уравнения = = ‚ дополняющего сустему уравнений ха- 


рактеристического многообразия 
Рау Оах=0 
42 ==р ах - д4у. 


О’нако у Монжа здесь еще нет явно выраженного об- 
щего понятия характеристического многообразия. Но недо- 
статок общего понятия о характеристической полосе 
‘восполняется у Монжа соображениями синтетико-геометри- 
ческого характера. Действительно, в строках, непосредственно 
следующих за только что разобранным местом, Монж уста- 
навливает, что так как уравнение горизонтальной цилин- 
дрической поверхности есть р==4 и «так как характе- 
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ристика должна находиться на этой поверхноёти», то мы 
будем иметь второе уравнение характеристикн: 
р=098. 

Мы видим, что четкого понятия характеристической п о- 
лосы здесь еще не имеется; это сказывается и в том, что 
уразнение р—= 4 рассматривается как уравнение харак- 
теристической линии, и в том, что Монж олирается только 
на то, что характеристика должна находиться на ци- 
линдрической поверхности, не упоминая о том, что ‘касательные 
плоскости, взятые вдоль характеристики, касаются цилиндри- 
ческой поверхности; очевидно, что эта картина касания стоит 
перед его глазами, но он не формулирует её словесно. 


[К стр. 149.] .выразит условие, которому должны 
удовлетворять три функции. 

Что условие это действительно должно иметь место, сле- 
дует непосредственно из соотношения 42’ == рах'-- 9 4У, 
которэе нетрудно получить чисто геометрически (из усло- 
вия параллельности касательных плоскостей в соответству- 
ющих точках огибаемой и огибающей). Возможно, что Монж 
так и рассуждал сам. Как бы то ни было, то доказатёльство, 
которое он приводит в тексте, не может быть признано 
правильным, эсли его понимать буквально. Уже утверждение, 
что постоянство двух из трех величин х — Хх", у— у’, 2 — 2' 
фиксирует точку на огибаюшей, является, безусловно, не- 
верным, так ‘как задание их даже при заданной кривой 
переноса определяет только значение параметра смещения 
и, следовательно, только положение линии (характери- 
стики) на огибаемой. 

Можно было бы видоизменить ход рассуждения следующим 
образом: при любом законе поступательного движения 
постоянство х—л’и у—у' влечет за собой постоян- 
ство 2 — 2’; кроме того, при задании поверхности Г (х, у, 2)=0 
мы еще можем свободно располагать диференциалами 4х и 
Чу (так как мы можем располагать выбором направления 


598% 
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кривой переноса в соответствующей точке). Этим спра- 
велживость вывода была бы доказана. Не знаю, насколько 
соответствовало бы такое рассуждение ходу мысли Монжа 
в данном случае, но полагаю, что оно отвечало бы духу 
его метода в целом. 

В следующем абзаце Монж установленное им необходимое 
условие прэвращает в достаточное, не обосновывая этого 
превращения. Однако. достаточность этого условия сама 
собой вытекает из эффектнвного построения огибаемой по- 
верхности, указываемого Монжем ниже. Нелишним, может 
быть, будет отметить, что в особых случаях это построение 
теряет свою силу. Если, например, мы имеем разобранный 
выше частный случай, когда поверхность Г ==0 обращается 
в пяоскость 2==0, то для определения огибаемой поверх- 
ности мы получаем лишь одно уравнение: 2=Е{р, 4); 
величины же х иу могут представляться какими угодно 
функциями ри 9, удовлетворяющими соотношению 42 = 
— рах- дау. Таким образом вопрос сводится к разысканию 
частного интеграла уравнения 2=—=Е(р, 9) и решается 
многозначно. В случае плоскости произвольно расположенной 
многозначность, конечно, должна сохраняться. В этом случае 
она будет проистекать из того, что уравнение (а) можно, 
не меняя его типа, представлять в различных видах. Гео- 
метрически этот факт многозначности решения объясняется 
тем, что для случая плоскости мы можем подвергнуть целое 
семейство огибаемых параллельному смещению и перевести 
его таким образом в другое семейство огибаемых. Поэтому 
можно огибающую этого семейства в свою очерель считать 
за поверхность, движущуюся без вращения в горизонталь- 
ном направлении. Для случая произвольной направляющей 
поверхности этого сделать нельзя. 


[К стр. 156.]..коэфициент при 4у в ‚диференциальном 
выражении р. В оригинале: |е соейеп 4е &у 4апз 1а 
ЧШегепеПе 4е р (см. примечание к стр. 108). 
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[К стр. 161.]..эта линия, следовательно, будет харак- 
теристикой. Здесь Монж вступает в новую область, тео- 
рию характеристик уравений с частными производными 
второго порядка. 

Я уже гозорил выше (см. примечание к стр. 119) о тех 
неясностях, с которыми связано изложение теории харак“ 
теристик у нашего автора. Я указывал также, что эти не- 
ясности в основе своей имеют неполноту, а подчас и оши- 
бочность общетеоретических предпосылок, из которых 
исходит Монж. Разительный пример этого дает рассматри- 
ваемое нами место. 

Прежде всего, самое понятие характеристики не получает 
явного определения; если дать такое определение, исходя 
из самих рассуждений, то мы должны будем остановиться 
на втором из указанных в примечании к стр. 119 вариантов. 
Помимо этого, остается неясным, что имеет в виду Монж, 
говоря о «кривой, служащей образующей поверхности». 
Скорее всего нужно считать, что речь должна итти о трех- 
параметрическом семействе линий, «порождающих» тот 
класс поверхностей, который получается от выделения лю- 
бого однопараметрического семейства линий, входящего 
в исходное трехпараметрическое. Один такой класс поверх- 
ностей как раз изучается в данном параграфе. 

Но если предположение верно, то соответствующее 
уравнение в частных производных хотя и будет иметь вто- 
рой порядок, но не будет давать общего случая уравнений 
второго порядка. Это будет всегда линейиое уравнение, 
и притом линейное уравнение очень частного типа1. Если 
бы предположить, что под «образующей» Монж разумеет ха- 
рактеристику однопараметрического семейства, выделяемого 
из заданного трехпараметрического семейства поверхно- 
стей, то и в этом случае мы не получим общего случая 


1 ‘Си. например, Соигзай, Тесоп$ зиг Рииёртаноп 4ез 
бопаНоп8 гих Чбйубез раМеЦез Фи зесопа огаге, & Ь 
р. 2—4, 67—68. 
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уравнения второго порядка; мы будем имелъ тогда уравнение 
«Монжа-Ампера», т. е. уравнение вида: 


ВЕКЕ 15 -- М+М — $) =0, (1} 


где Н, К, Г, М, М— функции х, у, 2, р, а. Более того, те 
уравнения типа Монжа-Ампера, которые мы таким образом 
получим, образуют лишь небольшой класс поверхностей 
этого типа1. Таким образом уравнения в частных произ. 
водных второго порядка дают нам совершенно иную кар- 
тину, чем уравнение первого порядка, для которого общий 
интеграл всегла представляет огибающую однопараметри- 
ческого семейства, выделяемого из некоторого двухпара- 
метрического семейства поверхностей. 

Монж несомненно не видит этой. существенной разницы, 
потому что из нижеследующего ясно, что он исходит из 
предположения, что уравнение второго корядка имеет вполне 
общий вид. : 

Что касается самого способа вывода уравнения харак- 
теристики 

К ау? — Захау || Талх? —=0, 12) 


который изложен ниже, на стр. 161—162, то он покоится 
на весьма шагких основаниях. Рассуждения Монжа по 
внешней форме похожи здесь на рассуждения стр. 136, где 
выводится уравнение характеристики для уравиения первого 
порядка. Но если там (ср. примечание к стр. 136) мы могли 
представить расуждения Монжа в более строгой форме, 
исходя из расснотрения семейства огибаемых, то это осно- 
вывалось на отождествлении ч«характеристихи» в «первом» 
И.«втором» смысле этого слова (см. примечание к стр. 119). 
В случае же уравнений высшего порядка, в силу только 


УЪЫым>—— 


1 См. цитированную выше работу Гурса, стр. 13—15 
вт, у раооту Гурса, стр 
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что указанного принципиального отличия от уравнений пер- 
вого порядка, это отождествление совершенно недопустимо. 

Нетрудно показать, в чем состоит ошибка в рассужае- 
ниях Монжа, и я это сейчас сделаю. Но более интересно, 
объяснить, что привело 'Монжа к этой ошибке и почему, 
несмотря на эту ошибку, он получил. хотя и неполный, но 
правильный результаг. 

Вот почему и в этом случае, как и для случая уравне- 
ния первого порядка, я попытаюсь угадать ход мыслей 
Монжа, стараясь оставаться возможно более близко к тек- 
сту настоящего параграфа, но пользуясь выражениями, 
более точными и более созременными, 

Если мы имеем уравнение 


Е(х, У, 2, Р, 4, г, 5, {}=0 (3) 
и заданное многообзазяе одного измерения Му: 


х (*), УС), 2 (5), р), 9 (®) 4) 
а2—=рах +а4у 


{В общем случае — кривую линию с заданной полосой), то 
кривая эта будет характеристикой во втором смысле 
слова (см. примечание к стр. 119), если через нее проходит 
бесчисленное множеств» интегральных поверхностей, ка- 
сающихся полосы, заданной вголь нашей кривой. Как 
известно, в общем случае все эти интегральные поверхно- 
сти будут иметь касаиие второго порядка, т. е. вдоль 
нашей линии олнозначно (или многозначно) определяются 
величины г, 5, Ёв функции х, и лишь производнЫ> третьего 
порядка прин мают бесчисленное множество значений, за- 
висящих от произзольного постоянного [начального зна- 
чения одной из этих величин для какой-нибудь точки кри- 
вой х (т), У(т), 2(з)]. Однако в исключительных случаях 
может оказаться, что уже производные второго порядка 
г, 5, Е становятся неопределенными (также завися от про- 
иИзволЬного постоянного). 
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Простейшим из этих исключительных случаев является 
случай (1), т. е. уравнение типа Монжа-Ампера (в общем 
его случае). 

Если мы условимся говорить о «неопределенности третье- 
го порядка» (для общего случая) и «неопределенности 
второго порядка» (для исключительных случаев), то задачу 
о нахожцщении характеристического многообразия. М; можно 
поставить так: найги многообразие (4) так, чтобы вдоль 
него имела место неопределенность третьего, а если воз- 
можно, то и второго порядка. 

Но для неопределенности второго порядка нужно, чтобы 
сис!е :а уравчений 


Е(х, у, 2, р, 4, г, $, 8) =0, (3) 
Чр-=г ах + зау, (5) 
44—5 ах + ау, (6) 


в которой неизвестными считаются величины г, $, & допус- 
кала бесчисленное множество решений: г(з), $ (<), Ё()- 
‚ Очевидно, что в общем случаё это условие невыполнимо 
ни при каком заданном многообразии /М:- Но, когда, напри- 
мер, уравнение (3) имеет вид (1), то исключение из систе- 
мы (1), (5), (6) двух иеизвестных, например , $, дает урав- 
нение вида: 
А ВЕ—0 


линейное относительно #&. Оно будет допускать бесчислен- 
ное множество решений, если одновременно имеют место 
два уравнения: 

А=0 В=0 


или, в развернутом виде: 
Н(арах — аа ау) + 2Кадах | Маз — №Ма?=0, (7) 
Нау? — 2Кахау  Гах? -- М(ааау | ар ах) =0. (8) 
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Эти два уравнения совместно с уравнениями (1), (4), (5), 
(6) и дают полную систему уравненийхарактеристики. Ме- 
тодом, по существу тождественным с здесь изложениым, 
уравнения (7), (8) были получены Монжем для линейно- 
го уравнения Н =0 еще в работе 1784 г. Г 

Если бы в настоящем параграфе Монж имел в виду этот 
частный случай уравнения второго порядка, ему не было 
бы никакой нужды прибегать к диференцированию уравне- 
ния (3), тем более, что получаемое им уравнение (2) явля- 
ется прямым следствием уравнения (8) [в него нужно 
подставигь выражения 4р и 44, даваемые уравнениями 
(5) и (6). 

С другой же стороны, на том путн, которым идет 
здесь Монж, теряется уравнение (7), которое, как я сказах, 
Монж знал и умел с пользой применять. 

Итак, очевидно, что Монж имеет в виду общий случай 
уравнения (3). Однако он хочет все же иметь неопределен- 
ность второго порядка, не замечая, очевидно, что для 
наличия таковой функция Р должна удовлетворять довольно 
жестким требованиям 1. Если мы будем так понимать пред- 
посылку Монжа, то вывод уравиения (2) можно будет пе- 
редать следующим образом. Если неопределенность второго 
порядка действительно имеет место, то уравнения (3), (5), 
(6) удовлетворяются значениями г, 5, /, зависящими не только 
от параметра т, но и от второго параметра «. Подставляя 
соответствующие выражения у, $, # в уравнения (3), (5), (6) 


1 Для этого нужно, чтобы уравнение 


Р(х, у, 2, р, 4, Х, У, 2) =0, 
в котором х, у, 2, р, 4 рассматриваются как параметры, 
а Х, У, Г — как текущие координаты, представляло линей- 
чатую поверхность, образующие которой параллельны 
образующим конуса ХЕ = 2, См. цитированную работу 
Гурса. стр. 195—196, 
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и диференцируя эти уравнения по а, получим соотно- 
шения: 


д" 05 9 
Кд +5 а ТТ да 6 


д’ 9$ 
`да вы да 0 


с 4х ты ау =0. 
Для совместности этих уравнений необходимо, чтобы имело 
место уравнение (2). 

Таков, как мне думается, и был по существу ход мыслей 
Монжа. 

Разумеется, при таком выводе нельзя получить уравне- 
ние, служащее обобщением уравнения (7), подобно тому’ 
как уравнение (2) является обощением уравнения (8). 

Если, однако, учесть вышеуказанную ошибку Монжа, тд 
можно, пользуясь его же методом, получить оба уравнения, 
обобщающих уравнения (7), (8). 

Для этого достаточно, не делая никаких предположений 
относительно возможности многозначного определения г, 
=,Ь искать условие для того, чтобы производные -третьего 
порядка Я 7] 

__ 982 „_ 032 __ 082 __ 08 
дд? "— ддзду’ 1 охду’ °> дз 


определялись многозначно при задании многообразия М: (=), 
у(®), = (*), р (<), 9 С), г(*), 5 (2), Е ©, удовлетворяющего урав- 
нениям (3), (4), (5), (6). 

Количества а, 8,1, 6 должны, как известно, удовлетворять 
уравнениям: 
г = аах -|- Вау, (9) 
‘48 ==3 4х + уау, (10) 


Я = тах + сау. (11) 
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Сверх того, диференцирование уравнения (3) дает два со- 


отношения; 
(++ 58+ 1 =0, (12) 
(Ав 51+ 8 =0, (13) 


где для сокращения положенс 


(Х)==Р,-ЕРЕ.-- "ЕР, 
ЧЕ, 5, Е, 


Одно из этих двух соотношений является следствием 
остальных прежде установленных соотношений 1, так что 
достаточно ввести, например, соотношение (12). 

Поставим теперь требование, чтобы система 


Х-- Юа-|- $8 Т1—=0, 
ат == аах -|- В ау, 
4; = Вах - тау, 
@—ах-- 8 4у 


имела бесчисленное множество решений. Мы могли бы тогда 
применить второй метод Монжа (здесь применяемый) и 


1 Действительно, так как по предположению многообра- 
зие М; удовлетворяет уравнению (3), то имеем тожде- 


ственно: 
Е‚ ах -|- Е, Чу- Е, 42 -- Е,ар + 
+ Е, 44 -+ Ва"-- $48 --Ти=0 
или ввиду (4), (5), (6), (9), (10), (11): 


[<Х) - Ка - $8 -- ТИах -+ [(У) -- КВ $1 + 74] ау==0, 


так что из 


(Х)-- Ва $8 1 =0 (12) 
(У) -- АВЕ $1 + 78 =0, (13) 


вытекает; 
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получили бы снова уравнение (2). Но более целесообразно 
применить первый метод (применяемый в работе 1784 г.); 
если, например, исключать 5 и & н требовать затем неопре- 
деленности г, то мы получим сверх уравнения (2) еше дру- 
гое, именно уравнение: 


(Хх) ахау— Тазах — В ауаг =0, (14) 


представляющее обобщение уравнения (7). 

{К стр. 163.1. следовательно, характеристика есть 
не что иное, как сама образующая. 

Здесь, как‚и в ряде дальнейших мест, проявляется непол- 
нота результатов, получаемых Монжем аналитически. Обра- 
тим внимание на то, что в задачах, рассматривавшихся до 
сих пор (они сводились к уравнениям первого порядка), 
Монж не использовал диференциальных уравнений характе- 
ристики для интегрирования уравнения с частными произ- 
водными. Здесь мы имеем первый пример такого использо- 
вания. Я уже отмечал, что Монж вообще не стремится по- 
лучить полную систему уравнений `. характеристического 
многообразия. Так обстоит дело и в данном случае, когда 
Монж располагает лишь одним соотношением: 


К ал? — Захау -| Тау? =0, [$3 
которое вместе с соотношением 
42 =рах-|- вау (2) 


дает ему возможность в рассматриваемом частном случае 
получить один из интегралов характеристической системы 
уравнений, именно интеграл 


Ах -| Ву -- Сг== а. 


Если бы Монж использовал второе уравнение харак- 
теристики, которое в данном случае имело бы вир 


(Ср А) 44а == (Са- В)ар, (3) 
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то он мог бы чисто аналитически найти уравнение характе- 
ристической линии, В самом деле, уравнения (1), (2), (3) 
образуют систему, лопускающую три интегрируемые ком- 
бинации, и мы получим, кроме соотношения 


Ах- Ву-| С2—а, 
еще два других, которые можно представить в виде: 


(Ар + В у-Е (В-- Ср) 2 ей 


(А С у-н(В- Ср) х— 
(А+ 04) 2 — (Ар + Вх _, 
(А СЗу- (В СР) х ` 


Из последних двух соотношений можно исключить сразу 
две величины р, 4; в результате мы получим: 


== Вх -- Чу. 

Это уравнение вместе с уравнением Ах -- Ву Сё—а 
дает трехпараметрическое семейство прямых, параллельных 
плоскости Ах -|- Ву -|- С2==0. Таково полное решение во- 
проса. Но Монж довольствуется и неполным результатом; 
остальное он заимствует из заранее известного ему «спосо- 
ба образования» поверхности. Таким образом цитированная 
В заголовке этого примечания фраза никак не может счи- 
таться` логическим выводом из исследования уравиения 
с частными производными. Слово «следовательно» является 
в ней поэтому совершенно неуместным. Рассуждения Мон- 
жа совершенно не исключают, например, возможности того, 
что характеристика будет плоской кривой. Но Монж зара- 
нее знает, что характеристика — прямая, параллельная плос- 
кости Ах-- Ву-- С2 = 0, ион рад, что выкладка частич- 
но это подтверждает. 

[К стр. 168.4. получим второе уравнение. Уравнение (Н)), 
разумеется, не тождественно с уравнением (С), однако 
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в оригинале (во всех изданиях) левая часть их обозначена 
одинаково; я сохранил обозначения оригинала. 


(К стр. 169.]..не производя этой операции, предполагаю- 
щей совершенство анализа. В оригинале: запз 1айе сеНе 
орбгаНоп 9 зиррозе 1а рейесНон 4е Гапа!узе. Для пони- 
мания этой фразы необходимо иметь в виду, что в эпоху 
Монжа вопрос 0б «аналитическом» выражении неявных 
функций в явном виде не был точио определен, так же как 
неясным было и самое понятие аналитической операции. 
Относительно алгебравческих функций господствовала уве- 
ренность в том, что получение явных их алгебраических 
выражений представляет очень трудную, но отиюдь не не- 
разрешимую задачу. Задачу же исключения переменных из 
системы алгебранческих уравнений умели решать общим 
методом. Вот почему Монж предлагает второй способ, при- 
менение же первого способа наталкивается, по его мнению, 
лишь на технические трудности, которые могут быть пре- 
одолены усовершенствованием методов анализа. ‘ 

р 


[К стр. 170.] ..значения количеств х, у, 2, р, 49, г, 5, & одни 
и те же кан в том случае, если эти точки принадле- 
жат данной поверхности, так и втом случае, если они 
принадлежат искомой поверхности. 

Это утверждение Монжа неверно, так как для каса- 
ния поверхностей совершенно достаточно тождественности 
величины р, 4 вдоль общей линии этих поверхностей. То- 
ждественность производных как первого, так и второго по- 
рядка обусловливает зкасание второго порядка» или «соч 
прикасание». Требование, чтобы искомая поверхность со- 
прикасалась с двумя данными, вообще гозоря, нельзя 
удовлетворить. В самом деле, если бы мы желали иметь по- 
верхность, соприкасающуюся с двумя поверхностями (А) и 
{В), то, рассуждая так же, как рассуждает ниже Монж, мы 
пришли бы к выводу, что линия касания с первой поверх- 
ностью необходимо должна представляться парой уравне- 
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ний (А), (С), а линия касания со второй поверхностью — 
уравнениями (В) и (С). Заданием этих двух линий всецело 
определяется, как было показано в предыдущей' задаче, по- 
верхность, удовлетворяющая нашему уравнению в частных 
производных. Однако ничем не гарантируется, что послед- 
няя действительно будет иметь те ‘же величины ру, 7, $, Е, 
что и заданные поверхности. 

Итак, утверждение Монжа неверно, если под касанием 
понимать касание первэго порядка (в оригинале словам: 
«которая касается обоих» соответствуют слова: «9 1ез фюц- 
се фотфез Чех»); если же под касанием понимать касание 
второго порядка, то задача вообще не имеет решения. 

Из вышесказанного ясно, что решение Монжа ошибочно, 
как бы ни понимать постановку задачи. Ошибка эта не 
была исправлена ни самим Монжем в последующих изда- 
ниях, ни Лиувиллем в издании 1850 г. Это тем более стран- 
но, что правильное решение ее может быть легко получено 
при незначительной модификации метода, с помощью кото- 
рого решена предыдущая задача. Именно, мы можем рас- 
суждать следующим образом. 

Общее уравнение искомой: поверхности имеет вид; 


== $ (и) -- 1$ (и) (2) 


где 
и— Ах- Ву + С2 (Е) 


Координаты тех точек этой поверхиости, которые принад- 
лежат первой из данных поверхностей, должны удовлетво- 


рять уравнению: 
Е(х,у, 2) =0. (А} 


Так как вдоль линии пересечения обе поверхносги должны 
иметь сверх того одни и те же касательные плоскости, то 
величины ри 4, определяемые диференцированием уравие- 
ния (А), с одной сторолы, и системы уравнений (РГ), (Е) — 
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с другой, должны быть тожественны. Следовательно, должны 
одновременно иметь место следующие уравнения: 


Р-р Рь=0, 0) 
В, +9 В, =0 (2) 
Ре (1) | [9 ш + у ФИА -- в? {3) 
Ч==$ (в) + (м) - у (ИВ - с4 1 (4) 


_ Исключая из семи уравнений (Е), (Е), (А), (1), (2), (3), и (4) 
шесть величин х, у, 2, р,9 и хе’ (и) + Уф’ (и), мы получим 
уравнение между ц, $ (и), $ (и) вида: 


М (и, $,$) =0. (5) 


Точно так же, исходя из условия касания искомой поверх- 
ности со второй из данных поверхностей, мы получим вто- 


рое уравнение: 
№(и, 9, $) =6. (5) 


Наконец, исключая величины и $ из уравнений (Е), (5) 
и (6), мы получим уравнение искомой поверхности. 

{К стр. 17] Когда горизонтальная проекция спираль- 
ного спуска не является круговой. 

Если эта фраза переведена правильно, то это ограничение 
не нужно, и его можно понять только в том смысле, что 
не только в частном случае, когка спуск имеет форму вин- 
товой линии постоянной кривизны, но и в общем случае по- 
верхность спуска принадлежит к разобранному типу. Так 
ках я не вполне уверен в точности предлагаемого перевода, 
то я привожу соответствующую фразу в подлиннике: 1юг3- 
дие Па ргоесНоп КНоизощае Фи уе Фипе 95 4 фоиг (кур- 
сив в оригинале) п’езЕ раз сисшане, 1е$ {асез зирёНеше е 
иибнеите 4е \а сое татрале зопё Ч4ез саз ратсиНегз 4е 
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1а зи {асе Чоп поцз уепоп$ 4е пои$ оссирег; саг еШез зо 
епрепатеез сКасипе раг 1 штоцуешепё Филе @тойе чо 
ат сопзапипепе Новое $’аррше юцошгз сопие 4еих 
сотиБез адоппбез. . 

Ж стр. 177.]... поверхность имеет только обну характе- 
ристику или, что сводится к тому же, различные ее 
уравнения содержат произвольные функции, составлен- 
ные из одного и того же количества... 

Для понимания этого места необходимо иметь в виду 
следующее: хотя Монж нигде не высказывается по вопросу 
о том, в какой форме может быть представлен общий ин- 
теграл уравнения с частными производными, но из чтения 
его работ складывается внечатлевие, что по его мнению 
общий интеграл всегда может мыслиться заданным некото- 
рой системой формул, имеющей, повидимому, не более 
общий вид, чем система: 


Е (х, у, 2, а, в ф, $, $". ы - 69, $, у. : $) =0, 
Б (х, » #, 6, Ь $, $', $". ыы -4 0), $, ф'. ы .5 — 0, (1) 
Р3 (% у, 2, 4, в, $, $’ $" -- -, $, $".. .$ ) —0, 


где а, В, — подлежащие исключению параметры, а фи $ф— 
произвольные функции, причем последние могут зависеть 
либо от одвого из параметров а, В [например ф=е:); 
ф—=$(а)] либо-—юдна от одного, другая от другого [на- 
пример $=$ (=); ф=$ (#)]. Что касается функций у, Рь, Ву, 
то их нужно представлять себе заданными, коль скоро за- 
цано уравнение в частных производных второго порядка. 

На самом деле далеко не всякое уравнение в частных 
производвых имеет общий интеграл указанного вида; но 
если мы ограничимся рассмотрением уравнений этого част- 
ного класса, то мысль, содержащаяся в цитированной 
фразе Монжа, будет совершенно правильной. Ее можно 
точнее сформулировать следующим образом: если в систе- 
ме (1), представляющей общий интеграл некоторого урав- 
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нения в частных производных второго порядка, функции 
фи ф зависят от одного и того же из двух параметров а, 
В, то две системы характеристик нашего ‘уравнения сли- 
ваются в одну. 

Как мог притти Мокж к этому результату — сказать 
трудно. Нет ничего невозможного в том, что здесь мы имеем 
индуктивную догадку; во возможно также, что он руково- 
дился нэкоторыми теоретическими соображениями, Эти со- 
ображения могли быть, например, такого рода. Прежде 
всего Монж мог на ряде частных случаев обратить внима- 
ние на тот факт, что, если в уравнениях (1) придать одному 
из параметров постоячное значение, то система (1), в ко- 
торой другой параметр рассматривается как подлежаший 
исключению, дает характеристическую кривую, если первый 
параметр вхокил под знак одной из произвольных функций. 
Если считать эту предпосылку установленной, то само со- 
бой напрашивается заключение, что две несливающиеся 
характеристики уравневие с частными производнымч может 
иметь в том и тольк» в том случае, когда обе произволь- 
ные функции зависят от одчого и того же параметра. 

Весьма возможно, что указанную предносылку Монж не 
только индуктивно констатировал, но и теоретически обо- 
сновал. Он мог при` этом исходить из «второго» (см. при“ 
мечание к стр. 119) понимания характеристики и понимать 
под характеристикой такую кривую, через которую можно 
провести бесчисленное множество интегральных поверхно- 
стей, имеющих вдоль этой кривой касание соответствую- 
щего порядка. 

Монж мог рассуждать примерно следующим образом: 
возьмем какие-либо две функции ‹; и 1 и, пользуясь про- 
изволом функций фи $, положим ф = $1; ф ==. Формулы (1) 
дадут нам некоторый частный интеграл исходного уравиения. 
Пусть параметр а является аргументом хотя бы одной из 
произвольных функций. Положим тогда а == в == с0п$. Си- 
стема (1) даст Нам тепеоь некоторую линию, лежащую на 
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одной из интегральных поверхностей (координаты точек 
этой линии можво считать функциями параметра })- 

Та же система дает нам возможность определить и «по- 
чосу» любого порядка, принадлежащую поверхности и рас- 
положенную вдоль линии а=а‹ т. е. мы можем найти 
выражения частных производных р, 4, г. 5,Ё... при а==а. 
Эти выражения после надлежащих исключений будут зави- 
сеть от |, $ ($) и от производных последней функции; что 
касается функции ф и ее производных, то они примут не- 
которые постоянные значения. При этом важно заметить, 
что в выражения для р, 9 не войдут частные производные 
функции з порядка выше чем #--1; в выражениях, даю- 
ЩИХ г, 5,Ё, эти производные будут иметь порядох не выше 
чем +2 ит. д. 

Теперь нетрулно убедиться в том, что кроме полученной 
выше поверхности, через принадлежащую ей кривую а = 4 
проходит бесчисленное множ-ство других интегральных 
поверхностей, касающихся первой вдоль кривой а == а, т. е., 
чными словами, что кривые а-а суть характеристики, 

Положим для определенности, что от а зависит только 
одна из произвольных функций, например ф, и возьмем вме- 
сто 9: () другую функцию > (а), отличную от (а), 
но имеющую при а == те же производные до { -- 1-го порядка 
включительно, что и функция х:. Что такие функции, и при- 
том в бэсчисленном множестве, существуют, для Монжа 
было не менее ясно, чем для нас. 

Если мы теперь положим в уравнениях (1) ф— ф, ф=\, 
то мы получим иовый частный интеграл уравнения в частных 
производных. Легко, однако, Видеть, что, положив затем 
© — а, Мы снова получим ту же кривую, что и в первом 
случае. В самом деле, новые выражения величин х,у,2,р, 9 
через параметры а, В будут отличаться друг от друга только 
тем, что вместо функции чи, (а) и ее производных войдет 
функция фо (а) со своими производными, причем в выраже- 
ниях дия х,у,г эти производные будут иметь порядок не 

40* 
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выше чем р, а в выражениях для р, 4 — не выше чем 2-|- 1. 
Но так как мы имеем: 

фа (46) == 42 (а, 

$1 (44) == $2 (0), 

а 

\+) —и(й ) 

$1 = $2 (а О 

} 
фо (в) ="! (3), 


то, положив «=. мы получим для обонх наших случаев 
одни и те же параметрические выражения х,у,2,р, 4 через 
&6(2), ©’ (8), т.е. две интегральные поверхности [== 
ф==6] и [= Ф—=4] касаются друг друга по кривой 
&— 0%, как выше и было сказано. 

Вышеизложенное рассуждение можно почти без измене- 
ний провести и для того случая, когда обе функции фи $ 
зависят от одного параметра а. 

{К стр. 184.] ...эти два уравнения должны, а но, 
цметь место, каково бы ни было это значение. Это 
утвержделие, противоречащее, если его понимать буквально, 
предыдущему, неверно или по крайней мере неверчо сфор- 


мулировано. Возможно, что Монж имеет в виду указать, 


а 
что для всякого наперед заданного значения ты найделся та- 


кая точка развертывзющейся поверхности, для которой 
будут иметь место уравнения: 


гах -- ;4у==0, 
$ ах - Ё4у —=0. 


Если так, то при тоЙ беззаботности относительно стро- 
гости, которая характерна для математики ХУ в., это 
предложение могл2 бы считаться верным, но и в этом слу- 
чае оно неуместно, потому что не из него, а из прелыду- 
щего положения вытекает утверждение: «следовательно, 
если мы исключим ...в и Т. д. 
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Отмечая здесь этот сравнительно мелкий дефект изло- 
жения, я хотел обратить внимание читателя на то, что ар- 
гументация Монжа далеко не безупречна. Оговаривать все 
подобные места в комментарнях вряд ли имело бы смысл, 
и потому в дальнейшем я не буду этого делать, полагая» 
что эти мелкие недочеты не помешашот читателю следить за 
ходом мысли Монжа. 


[К стр. 187.] Мы увидим впоследствии ... Здесь, как и 
в некоторых других случаях, Монж дает обещание, кото- 
рого ой не сдерживлет. Такое явление объясняется. вероятно. 
тем, что книга эта возникла из ряда отдельных мемуаров, 
Самое прелложенне сформулировано не точн : Монж гово- 
рит, что вид функции задает некоторую вполне оп ре: 
деленную развертывающуюся поверхность. Текст ориги- 
нала не оставляет никакого сомнения, что смысл именно такой; 
Монж говорит: \оше вацайоп, Чапз 1адиеЙе П п’епфге дие 1е5 
нап 6$ 4х, ду, 42, её Зощонг$ сеЦе се РагШе 4е геЪгоц$е- 
тепё Фиие сете зигуасе (курсив мой) ЧеуеорраЫе. 

Нетрудно, однако, убедиться в том, что уравнение } (4х, 
4у, 42) =0, левая часть которого должна, коиечно, быть 
однородной функцией величин 4х, Фу, 42, определяет целый 
класс развертывающихся поверхностей, зависящий от прэ- 
извольной функции. Рассуждая в стиле Монжа, мы могли 
бы показать это следующим образом: так как две «после- 
довательные» характеристики развертывающейся поверхно- 
сти служат касательными ребра возврата, то касательной 
плоскостью будет служить плоскость, проходящая через 
две последовательные касательные ребра. Но уравнение 
касательной плоскости есть 


Е—2==р(Х-——х) +4 (7—5); 
уравнение же касательной ребра возврата есты 


Х—х _У—у _ 1—2 


4х ду а: 
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Поэтому величины р,4 должлы удовлетворять условию: 
42 =рах -- аду, 


Так как то же условие должно иметь место при неизмен- 
ных р, 4 и при измененных значениях 4х ау, 42, то мы имеем 


сверх того 
422 —= р ах +- а 4, 


так что величины р и 4 определяются из уравнений: 
Р(@х 43, — 4уа2х) -{ (Чу 422 — 42425) =0, (Г) 
$ (ах 42у — дух) - (аг 2х —ах 422) =0. {2) 
Так как функция { однородна, то наряду с соотношением 
А 2х -- Вау | Са?2 = 0, 


где через 4,8, С обозначены производные { по ах, ду, аа 
мы имеем также (в силу теоремы Эйлера): 


Аах - Вау- Саг—=0. 


Поэтому входящие в уравненая (1), (2) определители про- 
порциональны величинам ДЛ, В, С, и уравнения эти мы можем 
представить в виде: 

Ар В==0, 


Ав С=0. 


Исключая отношения 4х: 4у:42 из этих уравнеяий и урав- 
нения /-=0, мы получим уравиение в частных производных 
вида $ (р, 9) =0. 


[К стр. 199.] ... будем иметь „.В первых изданиях для обо- 
значения функциональной зависимостя 2’ от р, 4 употреб- 
ляется та же буква Е, что и для обозначения зависимости 
2' от х’,у’, но поставленная вверх ногами. В издании 
Лиувилля отличие этих двух функций отражено шрифтами: 
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в одном случае использован прямой шрифт, в другом — 
курсив. Так как в других местах первых изданий этот прием 
находит себе место, то я считал возможным последовать 
примеру Лиувилля. 


[К стр. 199—200. ... новая точка будет иметь соответ- 
ствующую на огибаемой... В оригинале: се поцуеаи ройи 
аита зоп соггезропЧ4ате зиг Репу@оррёе её Гатс ратсойти 
раг се Ченег зега 4е шёще есп@це дие Рагс рагсоиги раг 
1е ргепфег; саг сез атгсз зегопё 1юиз Ченх сотриз епие 
1е5 4еих рапз ф1апвепй$ рагаШЫез епёе еих. 

Положение, высказанное в этой фразе, неверно, если, как 
У Мнжа выше сказано, бесконечно близкая точка берется 
в любом направлении (4апз ипе @тесНоп диекопаче). 
Точно так же неверно и утвержд-ние, высказываемое ниже 
(строчки 7—3 снизу стр. 200) в нем повторяется 
ошибка, аналогичная отмеченной в примечании к стр. 184. 

Так как, сверх того, самый ход мыслей изложен очень 
сбивчивэ (например вышеотмечеиное утверждение о равен- 
стве дуг никак не используется), то я считаю нелишним 
реконструировать все рассуждение, сохраняя по возмож- 
ности общий стиль рассуждений Монжа. 

Мы будем исходить из того факта, что разности 


х— 1 (р, 4), 
У—/Л(,9, 
2— Е (р, 4) 


дают «координаты дуги направляющей», т. е. компоненты 
параллельного смещения исходной поверхности из своего 
начального положения в то положение, при котором линия 
ее касания с огибающей проходит через точку (х, у, 2). 
Очевидно, ‘что для всех точек этой последней линии 
три вышеприведенные разности сохраняют одну и ту же 
величину. Поэтому при некотором (но, конечно, не при 
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любом) направлении 4х:4у:42 мы будем иметь одно. 


временно: 
0—ах— а 949 = 


= — (Г 18) ах — (15 -- 5) ау 


0— Чу — (ы-- 19) ах — (5 -- 55 ау. 
Исключая отношение 4х : ду, мы получаем результат Монжа; 
(1 — 52) (6), — 7) — №5 (6 -- р) — + 1=0 


Дальнейшие рассуждения не требуют пояснений. 


[К стр. 202]... ибо мы имеем. Зная функцию Г, мы должны 
найти функцию Р из условия, чтобы ее полный диференциал 


авнялся 
р РаГ,-- ат. = 4(-—Г-- РГ, +9. 


Хотя функция Г определена только с точностью до слагае- 
мого вида С:р -- С›4-- Съ, но выражение для 2=Г— Г, — 

9Го, так же как выражение для хи у, не содержит ни- 
и: "Произноленх слагаемых кроме аддитивных констант, 
так что огибаемая определяется однозначно с точностью до 
поступательного движения. 

[К стр. 205] Чтобы изучить эту поверхность... В ори- 
гинале: роиг Найег сеНе зиЦасе Чапз 4още ее Чо 
еЦе езё зизсерНЫе... 

{К стр. 207.] ...общей точки... См. первое примечание 
к стр. 129. 

Чу 

[Кстр. 208.] ..значение дк ^ аково же, как значение 
аУ ; 
1х’ "РИЧен = в этом последнем (выражении) считается 

Чу р 
постоянным. В оригинале: 1а уайешг 4е ах“ Зета бра.., 


а сеЦе де —. 2’ @агё гевагабе соште сопуаше Фапз сене 
Чеги ге. 
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При «сейфе Чет ёте»? подразумевается слово «уайеиг», ко- 
торое Монж употребляет как в смысле «значение», так и 
в смысле «выражение» (одной величины через другие). 
В каком бы смысле ни понимать подразумеваемое слово 
«уеш», формулировку фразы нельзя считать безукоризиен- 
ной, хотя смысл фразы понять нетрудно: Монж хочет ска- 
зать, что величина 2 при диференцировании уравнений 
Х—=ЕТ (2) и У=ИР(г') полжна считаться постоянной. 

Что касается дальнейшего изложения, то оно в общем 
идет по тому же плану, что изложение предыдущего пара- 
графа (стр. 200) с той разницей, что ход мыслей предста- 
влен яснее, чем там. Здесь, например, подчеркнуто, что 
неизменность длины дуги направляющей (т. е. по существу 
неизменность всех трех компонент смещения) будет иметь 
место в том случае, когда мы перемещаемся на огибающей 
в направлеини образующей, т. е. что величины 


х—ИР(р, 2), У—Е(о, ЗУ 2—Р(р, 4) 


остаются постоянными лишь в том случае, когда 


[К стр. 209.] Еели... количество 2' будем считоть посто- 
янны м. 
Для понимания этого места нужно иметь в виду, что 


величины Р, Г, входящие в уравнение (0), получаются под- 

9}(:/) ОГ(г 
становкой в производные у И 2/2), ое ) 
Чрез р.4, которое неявно дается уравнением (С). Таким 
образом после подстановки 2'== Р(р, 0) уравнение (С) ста- 
новится тождеством. Получаемое Монжем соотношение можно 
найти диференцированием этого тождества по ри по 4. 
Монж пользуется в тексте другим, весьма оригинальным 
методом, геометрический смысл которого состоит в том, 


того выражения 2 
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что мы рассматриваем движение по поверхности вдоль той 
ее линии, которую описывает фиксированная точка обра- 
зующей при поступательном перемещении последней, 


(К стр. 210.] ... следовательно, три коэфициента уравне- 
ния .. переведено буквально; очевидно, Монж допускает 
здесь неточность; следовало бы сказать: два крайние ко- 
эфициента и половина средиего. : 

{К стр. 211.] ...что характеристика состоит из двух 
различных ветвей. В оригинале: дие 1ез Чеих Бгапсрез 4е 
1а сагазёизНаие зопЁ 915тс4$, а с’езё а не дие 1а зибасе\ 
а деих сагасёи#диез доп! {ез вдцавоп$ ренуеп{ &те зераг&е<. 
Точнее было бы перевести: «что две ветви характеристики 
раздельны, т. е. что поверхность имеет две характеристихи, 
уравнения которых могут быть обособлены (отделены)». 
Я отступил от оригинала из соображений стилистического 
характера; однако передача слова «@зЯпсе$> термином 
«различные» придает фразе большую категоричность, чем 
она имеет у Монжа, который сам ниже указывает, что две 
ветви характеристики иа самом деле сливаются в одну. 

К стр. 213... чтобы сделать ее полным диференциаль- 
ным (количеством)... В оригинале: роиг {1е тепбте ипё 
ЧН ёгепиеПе сотр ие. По поводу терминологии см. приме- 
чание к стр. 108. Что касается существа дела, то, конечно, 
и до прибавления выражения ра!-- 9 АХ правая часть была 
полным диференциалом. Мы имеем здесь просто определе- 
ние функции == (р, 4) по ее полному диференциалу; по- 
следний в силу условия 

42 =рах -- 94, 


вытекающего из уравнения (С), представляется в виде: 
РАр, 9) -- 94} (р, а) =раГ' + а4Г" 


т. е. в совремеииых обозиачениях в виде. 


р Га Г. 
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Нетрудно видеть, что условие интегрируемости здесь 
выполнено; интегрируя последнее выражение по частям, мы 
и получим: 


Е (р, д =[раГ» + ваГ. = 
==рГр-- а Г. — | Грар +- Го 44 == рГр + аГ. — Г. 


[К стр. 213.]...но мы знаем ... Переведено буквально; оче- 
видно, что здесь лучше было бы сказать нначе. В самом 
деле, из предыдущих разделов этого параграфа ясно, что 
если уравнение (Е) представляет поверхность, образэван” 
ную поступательным перенесением кривой, то три коли- 
чества х—Ь у—/ 2—Е должны быть функциями 
одной из них. Но здесь Монж хочет доказать, что уравне- 
ние вида (Е) всегда представляет такую поверхность. 
Поэтому мы отнюдь не знаем еще, что «три количества 
представляют собою функции одного и того же количества». 
Напротив, это-то и нужно доказать. Доказательство по су- 
ществу дано ниже в тексте (в силу соотношения ЮТ — 52 —=0 
функциональный определитель Ре Тру 
аналогичных тождественно обращаются в нуль), так что 
указанный дефект относится только к форме изложения. 


[К стр. 216.] „.можно интегрировать обычными мето- 
дами. Чтб Монж называет обычными методами — явствует из 
нижеприводимого примера (см. примечание Монжа К этому 
примеру). Нетрудно видеть, что с помощью этих «обычных 
методов» получается и решение уравнения вида 9Г“(р) =1 
и для общего случая. Таким образом мы имеем по суще- 
ству не новый метод интегрирозания, а лишь оригиналь- 
ный способ получения известного результата. 


[К стр. 235.] „.. каждая из этих полостей есть огибаю- 
шая всех нормальных развертывающихся поверхностей 
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одного и того же ряда. Этот и следующий абзацы по 
строены довольно тяжело в стилистическом отношении. При 
перзводе их пришлось отказаться от какой бы то ни было 
перестройки фраз, так как при этом пришлось бы гада- 
тельно определять те логичиые связи, которые имел в виду 
автор. Я говорю «имел в виду», так как в форме изложения 
имеются несомненные логические дефекты. Так, например, 
обстоит дело с предложением, отмеченным в заголовке 
этого примечания. Для доказательства его следовало бы 
предварительно обнаружить правильность утверждения, со- 
держащегося в непосредственно следующей фразе, а именно 
утверждения, что плоскость, касающаяся развертывающейся 
поверхностн (г. е. плоскость, определяемая двумя беско- 
нечно близкими пересекающимися нормалями), касается 
одной из полостей поверхности центров кривизны. Кроме 
того, следовало бы точнее указать, какой именно полости 
касается каждая из развертывающихся поверхностей. 
Мне думается, что нижеследующее рассуждение отвечало бы 
духу Монжа и обладало бы достаточной убедитель- 
ностью. 

Назовем одно из двух семейств линий кривизны первым, 
пругое — вторым. Соответственно этому мы будем иметь 
первое и второе семейство развертывающихся поверхностей, 
образованных нормалями. Ребра возврата первого семейства 
образуют первую полость поверхности центров кривизны; 
ребра возврата второго семейства — вторую полость. До- 
кажем, что каждая развертывающаяся поверхность пер- 
вого семейства касается второй полости поверхности 
центров кривизны. Для этого рассмотрим одну из касатель- 
ных плоскостей нашей развертывающейся поверхности. 
Она определяется двумя бесконечно близкими касательными 
ребра возврата, лежащего на первой полости. Обе эти каса- 
гельные являются в то же время касательными к двум 
{бесконечно близ‹им, но не тождественным) ребрам воз- 
‘врата, принадлежащим каждое второй полости. Я уже го- 
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ворил (см. примечание к стр. 79), что определения касательной 
плоскости Монж не дает, но интуитивно ясно, что плоскость, 
проходящая через касагельные к двум бесконечно близким 
кривым некоторой поверхности, есть касательная плоскость 
этой поверхности. О том, что именно таков ход мыслей, 
отраженный в данном месте, свидетельствует и сличе- 
ние его с аналогичным рассуждением в гл. ХХИ (сто. 367 
этого издания). 


[К стр. 286.] ... поэтому соприкасоющаяся плоскость 
является касательной к плоскости центров другой кри- 
визны. Слово «поэтому» здесь не совсем уместно, так как 
из предыдущей фразы данная никак не вытекает. Здесь 
снова мы имеем дефект, отмеченный в предыдущем приме- 
зании, внешним его выражением ивляется и стилистическая 
неряшливость всей фразы. Повидимому, сам Монж запу- 
тался в своей аргументации. Самое `предложение, однако, 
как было показано в предыдущем примечании, правильно. 


[К стр. 237.] Но линия „. является кратчайшей; иначе 
говоря, это та линия, по которой расположится натя- 
нутая нить... 

Как было сказано в вводиой статье, механическое истол- 
кование геодезической лииии было использовано еще 
И. Бернулли при выводе уравнения геодезической линии. 
Нетрудно видеть, что в рассуждении Монжа есть некото- 
рая неполиота. В самом деле, как известно. геодезическая 
линия, о которой идет речь в тексте, не всегда дает дей- 
ствительно кратчайшее расстояние на поверхиости. Она 
всегда является линией «равзовесия» невесомой нити, натя- 
нутой `В’двух точках поверхности, и это достаточно убеди- 
тельно показано в тексте. Но для того чтобы лнлия служила 
кратчайшим расстоянием между двумя точками, нужно, 
чтобы, будучи натянута в этих двух точках, она на- 
ходилась в состоянии устойчивого равновесия. 
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Соблюдение этого требования, разумезтся, совершенио 
не гарантируется условием перпендикулярности соприкасаю- 
щейся и касательной плоскостей. 


[К стр. 238.] Это линия сферических кривизн. В оригя- 
нале: с’ез{Ё1а Ибпе дез соигбиг. $ эрНёНаинев. 

В другом месте (стр. 375 этой книги) Монж называет 
эту же линию «лииией равных кривизн одного и того же 
знака» (1а Попе 4ез соигбигез 6ощез её Че тёте &1епе). 

Повидимому, Монж не замечал того обстоятельства, что 
уравнение 


(Е 92) г—2рР95 + а + 29 82— 
—4 (1—9) 1 Р-)-=0 (1) 
можно различными способами представить в виде: 
2 -|- 4 (1-22 + 42) В2 =0- 
так, например, можно положить 
А == [2242 — (1 -- ре + 4] "—2ра (1-7?) $-- 1-+руь 
В==ра" —(1- р?) 5. 


Следовательно, «линия сферических кривизн», равно как и 

лииия пересечеичя двух полостей поверхности центров кри- 

визны, может быть вещественной лишь в том случае, если 
одновременно удовлетворяются два уравнения: 

_ А=8, (2) 

В=0, (3) 


или, что то же, два уравнения: 
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Вместе с уравнением поверхности мы получаем, таким 
образом, трн уравнения относительно переменных х, у, 2, 
и, зиачит, «вообще говоря» «точки сферических кривизн», 
т. е. в современной терминологни омбилические точки, все 
являются изолированными и не образуют «линии равных 
кривизн». 

В следующем «параграфе» этой книги Монж разыскивает 
эмбилические точки трехосного эллипсоида (стр. 255—257 
этой книги), и он обнаруживает, что таких точек на эллип- 
соиде имеется только четыре. Может показаться странным, 
что это обстоятельство не заставило Монжа усмотреть выше- 
указанное свойство уравнения, определяющего точки 
сферической кривизны, или по крайней мере попытаться 
согласовать между собой два факта, им устанавливаемые 
и друг другу противоречащие, По крайней мере Коммерель1 
считает, что мы имеем здесь прямую непоследовательность 
со стороны Монжа. 

Это, однако, не совсем так. 

Монж действительно ошибается, допуская на действи- 
тельной поверхности существование действительной линии 
равных кривизи; но непоследовательности Монж при этом 
не проявляет. Дело в том, что Монж, повидимому, считал 
случай эллипсоида вырожденным случаем. Он имел для этого 
тем большее основание, что ему был известен обширный 
класс поверхностей, имеющих веществениые линии равных 
кривизн — это так называемые «резные поверхности» (зиг- 
{асез тощигез), изучению которых в настоящей книге по- 
священо более четверти ее объема (стр. 366—515). Так как 
линии равных кривизн Монж находит в этом случае чисто 
геометрическим путем, то он, естественно, не обращает 


1 Коттетей, Апунзеве СеотеёЧе 4ег ЕБепе ип@ 4ез 
Ваитез—24 глава четырехтомной истории математики М. Кан- 
тора: М. Сапсг, Уоцезипоеп йБег СезсЫстме аег Матета- 
ЧК, В. 4, 5. 568. 
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внимания на то, что для резных поверхностей два уравне- 
ния А —=0; В—0 сводятся по существу к одному соотио- 
шению. Замечу кстати, что описываемое ниже на стр. 238— 
239 построение, являющееся иллюзорным для общего слу- 
чая, в случае резных поверхиостей оказывается очень пло- 
дотворным; в соответствующих местах текста оно будет 
изложено более обстоятельно. 

Может возникнуть еще вопрос такого рода. Мы знаем, 
что в омбилических точках (если эти точки определять как 
точки, в которых главные радиусы кривизны поверхности 
равны между с0б0й) направления линий кривизны с‘а- 
новятся неопределенными. Чтобы выразить последнее 
требование аналитически, мы должны потребовать, чтобы 
все коэфициенты уравнения (Е) (стр. 222) обращались 
в нуль. 

Это даст уравнения: 

г 5 : 


Ее "ГЕЯ, 


т. е. те же два уравнения, которые выше были получены. 
И вот, не должен лн был Монж на этом пути притти к тому 
выводу, что в общем случае омбилические точки поверх- 
ности расположены дискретио? Этот вопрос будет еще бо- 
лее обоснован, если я замечу, что ниже (см. стр. 308) Монж 
прямо указывает, что в том случае, когда упомязутые 
коэфициеиты равны вулю, направление линий коввизны 
становится неопределениым. 

Однако и здесь со стороны Монжа нет ни иепоследова- 
тельности, ни незнимания к указанному аргументу. Дело 
в том, что отмеченное выше свойство омбилических точек 
имеет место лишь для вещественных омбилических 
точек; для мнимых омбилических точек оно, гообще говоря, 
не имеет места. Но коль скоро Монж ие усматривает того, 
что в общем случае омбилические точки являются мнимыми 
он, естественно, не может исходить из указанного выше 
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требования. Более того, он совершенно последовательно 
становится на ту точку зрения, что омбилическая точка 
характеризуется не неопределенностью направлений линий 
кривиззы, а слиянием двух этих направлений в одно. Дейст- 
вительно, от внимания Монжа не укрылось то обстоятель- 
ство, что левая часть уравнения (1) тождественна с дискри- 
минаитом уравнения (Е) линий кривизны (стр. 222), так что 
уравнение, (1) представляет собой условие, чтобы уравненае 
(Е) имело два слившихся корня (ср. стр. 398). Таким образом 
н с этой точки зрения Мозж не мог обнаружить никакой 
невязки. 

Неляшие заметить, что, находя омбилические точки 
зллиисоида, Монж исхоцит именно из последнего опре- 
деления омбилической точки, т. е. из требования совпа- 
дения двух направлений линий кривизны (стр. 255). Какие 
прн этом неточности Монж допускает — 06 этом будет 
сказано в соответствующем примечании. 

В заключение замечу, что термли’ <омбилическне точки» 
впервые вводится Монжем на стр. 248—249, где, собственно 
говоря, он не получает еще определения, пригодного иля 
разыскания омбилических точек. Злесь четыре омбванческие 
точки эллинсоида обнаруживаются при рассмотрении рас- 
положения линий кривизны этой поверхности как такие 
точки, «вокруг которых скопляются лнини обеих кривизн?- 


[К стр. 243] ... произвольными постоянными. В оригинале: 
сейме вцияНоп 6 лё &еубе оп @оЙ Ша гезагаег сотше тези!: 
ЧацЕ 4е гарро $ пой Нибанез епне 16; сопзфатез д сотр- 
ещещ №е5 Шиёрта!ез Чи ргепиег огёге Филе ёдианоп Фап 
огаге зирёченг. 

Приведенный в тексте ‚перевод неточен. Прошу читателя 
исправить его следующим образом: «Так как это уравнение 
нмеет степень выше первой, то мы должны считать, что 
оно является результатом [устаиовлеяия] нелинейных соот- 
вошений между постоянными, пополняющими интегралы 


4: Г. Мояж, 
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первого порядка некоторого уравнения высшего порядка». 
Смысл этой фразы следующий: пусть имеем уравнение 


Я (%, у, У") =6, {1) 


нелинейное относительно у’; пусть мы его продиференци- 
ровали п— ] раз и получили уравнение 


Фил, у, у, у",.. „Ут =0; {2) 


оно будет линейным относительно высшей производной. 
Тогда существует и независимых «первых ‘ивтегралов», 
т.е. уравнений вида: 


Еих, у, У’, У". „УВ, с) Ч=Ь2,....П), (3) 


каждое из которых после однократиого диференцирования и 
исключения с; дает уравнение (2). Система этих уравнений 
дает общий интеграл уравнения (2) 1. А так как общий иите- 
грал уравнения (1) заведомо принадлежит к числу интегралов 
уравнения (2), то этот общий интеграл (зависящий от одной 
произвольной постоянной) должен быть следствием системы 
(3), в которой между п постоянными с; установлены (п—1) 
соотношения. Если таким образом нахождение общего инте. 
грала уравнения (2), или, что то же, нахождение системы п 
его первых иитегралов выполняется проще, чем непосред- 
ственное интегрирование уравнения (1), то задача может 
быть решена указанным приемом, причем разыскание п — 1 
соотношений между постоянными уже не зависит от квад- 
ратур. В частности, если, как в рассматриваемом здесь 
случае, уравнение (2) второго порядка (п==2), то искомое 
соотношение между су и со находится исключением из двух 


1 Если разрешить систему (3) относительно у, у’»- - 5-9, 
то мы получим выражения искомой функции и (7—1) ее 
производных через аргумент х и п произвольных постоянных. 
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уравнений (3) и уравнения (1) каких-либо двух нз велн- 
чин х, у, У’(третья исключается автоматически). 

Таков метод решения, который Монж намечает в фразе, 
следующей за приведенной. Этот метод Монж и применяет 
с успехом к интегрированию диференциального уравнения 
линнй крнвизны эллипсоида. В ходе решения этой задачи 
он мимоходом дает еще одно важное указание (стр. 244). 
Смысл этого указания сводится к тому, что для получения 
общего интеграла уравнения 


Рх, у, у) =0 (1) 


достаточно иметь один первый интеграл соответствующего 
уравления второго порядка, отлнчный от тривиального 
интеграла 

Я (у, У) — в, (4) 


Если этот интеграл есть 


Е(х, у, У) = с (5) 


то общий интеграл уравнелия (1) есть результат исключе- 
НЯ У’ из уравнений (1) и (5). Справедливость этого непо- 
средственно вытекает из того, что, если за второй интеграл 
мы примем интеграт (4), затем из (4) и (5) найдем выраже- 
ние у через х, с, с», которое и будет общим интегралом 
уравнения второго порядка, то в этом выражении придется 
положить с2=0, чтобы удовлетворялось уравнение (1). Ол- 
нако практически Монж, по его словам, считает предпо- 
чтительным производить второе интегрирование и сначала 
получить общий интеграл уравнения второго порядка, а за- 
тем найти надлежащее соотношение между двумя произ- 
вольнымн постоянными, 

Заметим еще, что метод, применяемый здесь Монжем, 
представляет расширение известного метода Клеро-Лагранжа 
(уравненне линий кривизны эллнисоида не принадлежит 


41* 


644 КОММЕНТАРИИ [К СТР. 243—255] 


к типу Клеро-Лагранжа, хотя и может быть приведено 
к нему с помощью замены переменных). 


[К стр. 255.]...в каждой из которых обе линии кривизны 
совпадают. Я уже указывал (см. примечание к стр. 238), 
что омбилические точки Монж определяет иначе, чем это 
делаем мы сейчас. Я показал также, чем обусловлено это 
расхождение. Интересно отметить, что в приводнмом шестью 
строками ниже примере Монж получает, несмотря на выше- 
указанное расхождение, тот же результат, что получили бы 
и мы. Это и естественно, поскольку сам Монж определенно 
говорит, что его интересуют лишь вещественные точки. 

Однако, разумеется, такое согласие результатов при раз- 
личии исходных позиций обусловливается наличием ошибки 
в рассуждении. Проследим за ходом мыслей нашего автора, 
чтобы обнаружить эту ошибку. 

Монж рассматривает диференциальное уравнение линий 
кривизны эллипсоида: 


ау\2 а 
Аху а) див —ху=0. (1) 


Условие того, чтобы это уравнение имело кратный корень, 


есть 
(х2 — Ау? — В) 4Ау 0, (2) 


причем, одвако, не должно иметь места олиовременное 
обращение в нуль всех трех коэфициентов кзадратного 


4у 
относительно „, уравнения (1), ибо в этом случае уравне- 


ау 
ние (1) удовлетворяется при произвольном я" Мовж спра- 


ведливо замечает, что уравнение (2) «не может иметь ни- 
какого действительного содержания» (пе реё меп ехритег 
Че гёе]), если не равны порознь нулю выражения 


№ — Ду? — В и ху 
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Но он не видит, что именно,в этом случае в уравнении 
{1)—и это будет верно и для случая произвольной поверх- 
ности — все коэфициенты обращаются в нуль. Таким обра- 
зом лишь в мнимой области существует кривая, во всех 
точках которой два напрёвления кривизны сливаются в одно 
в действительной же области существует, вообще говоря, 
дискретное множество точек, в которых направления эти 
неопределенны. Это и есть омбилические (в нашем смысле 
слова) точки поверхности. Мы видим, таким образом, что 
Монж ошибается даже в элементарно-алгебраических во- 
просах; так велика сила предубеждения! Ср. также приме- 
чание к стр. 308. 


[К стр. 269.]...из пяти уравнений (а), (5), (с), (@), (е)-.. 
В этом абзаце Монж набрасывает план интегрирования 
системы диференциальных уравнений (а), (5); так как изло- 
жение Монжа имеет дефекты как стилистического, так 
и чисто математического характера и так как при после- 
дующем выполнении интегрирования (раздел ГУ) Монж 
опускает промежуточиые выкладки, то будет нелишним 
пояснить это место. 

Система уравнений (а), (Ъ), если бы функцни фи ф были 
известны, могла бы быть проинтегрирована непосредственно; 
определив из нее р, 4 в функции х, у, 2, мы должиы были 
бы найти интеграл уравнения в полных диференциалах 


4: — рах —а4у=0; {1) 


условие интегрируемости будет выполняться при любом 
виде функций $, $, что вытекает как из вышеизложенных 
геометрических соображений, так и из чисто аналитических 
расчетов. Так как, однако, функции $ и $ проязвольны, то 
для получения общего решения Монж берет за независимые 
переменные риф и ищет параметрическое представление 
интеграла. Уравнения (а), (6) дают два соотношения между 
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ху,2.р, 9 Чтобы найти выражения х.у, 2 через р, 4, 
достаточно иметь еще одно третье соотношение. Для уста- 
новления его Монж разыскивает функцию Ап (р, 4), ‘опре- 
деляемую соотношением 


2=рх + 4у-Г "(р9). (©) 


Говоря, что А должна быть «произвольной функцией» 
(ЮпсНоп агЬНгане), Монж допускает первую неточность 
в выражении: 

Будем считать ри 4 независимыми переменными и, ди- 
ференцируя (с), примем во внимание требование (1). Тогда 
мы получим" 

| хар + у 44 +- 9" =0, (2) 


где х, у лолжчы быть определены из уравнений (а), (Ь), (с} 
через р, 4, "т (у Монжа ошибочно сказано: «через р и 4»): 
После этой подстановки уравнение (2) может служить для 
определения вида функции п и, следовательно, для оконча- 
тельного решения задачи, Условие интегрируемости должно 
выполияться, поскольку оно выполнено для системы (а), (5). 
Для фактического же выполнения интегрирования Монж 
введет вместо р, 4 вспомогательные переменные а, В, пред- 
ставляющие аргументы произвольных функций, входящих 
в уравнения (а), (6). Ему нужно будет выразить р, 9, @р, 44 
(а не только 40, 44, как сказано на стр. 270) через а, В, 
Ча, 48, и тогда уравнение (2} преобразуется к иовэму виду 
так, что в него войдут произвольные функции незавн- 
симых перемечных; после этого интегрирование выпол- 
няется в квадратурах, причем сохраняется прежняя сте- 
пень произвола. 

{Кстр. 272] ... одной и той же характеристики. Уравне- 
иия поверхносги в собственном смысле мы этим исключением, 
вообще говоря, не получим, так как это уравнение должно 
быть свободным от всех пяти величин х, У, 2, р, 4, а не 
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только от трех из вих. В данном случае все эти пять вели- 
чин можно исключить из четырех уравнений (см. Ниже в 
тексте), но несколько ниже (стр. 274) в аналогичиом случае 
Монж исключает только две величины х, у и все же. гово- 
рит об «уравнении поверхности нормалей». 


[К стр. 273.1... все нормальные развертывающиеся поверх- 
ности второй последовательности касаются поверх- 
ности центров первой кривизны. Справедливость этого 
предложения вытекает из свойств поверхностей центров, 
выведенных в 6$ ХУ. Нетрудно вывести его и непосред- 
ственно. Действительно, ‘рассмотрим две бесконечно близкие 
линии второй кривизны и их нормальные развертывающиеся 
поверхности. Если мы от какой-нибудь точки одной из 
этих линий сместимся на поверхности по направлению 
соответствующей первой линии кривизны, то мы придем 
в некоторую точку А’ другой линии второй кривизиы, так 
что нормали в точках А и`А’ пересекутся между собоЗ на 
поверхности центров первой кривизны. То же будет иметь 
место для всех нормалей, так что две бесконечно близкие 
развертывающиеся поверхности пересекаются по линии, ле- 
жащей на поверхности центров первой кривизны. Итак, 
последняя поверхность является огибающей семейства выше- 
рассмотренных развертывающихся поверхностей. 


[К стр. 274] .. где координаты х, у, 2 определены как 
координаты центра кривизны. Эта и особенно следующая 
фраза могут служить примером того, как блестящий ана- 
литический прием излагается Монжем в такой форме, кото- 
рая делает совершенно неясной его идею. Я уже указывал 
в предпоследнем примечании, что термин «уравнение поверх 
ности нормалей» Монж понимает очень расширительно. 


Далее, утверждение, что «количество (2— 2’) УТ -Р ра - 4? 
есть выражение радиуса кривизны», верно лишь в том слу- 
чае, когда 2’ есть координата цезтра кривизны. Следующая 
же фраза построена совершенно непонятно. Приведу ее 
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в оригннале: ог, сеНе ёдиайоп ацга Неи, $1 1ез соогдопиёез 
её 1е гауоп А пе сБапрепЕ раз Че ртапецг диап@ а уанега, 
с'’езф а йе. дцап@ оп раззега Филе зи{асе Чбуе1орраые 
поппае 4 1а эшуате; ег а1огз 1е гауоп Ю зега сей ае 1а 
зесопае соцгриге. 

Я не берусь истолковывать, как понимал сам Монж ход 
своих рассуждений. Но рациональный смысл этого темного 
места такой: будем, прежде всего, считать, что 2 есть текущая 


коорднната нормали; тогда выражение (2— 2') УТ- р - 4? 
есть расстояние от точки (х", у', 2) до точки (х, у, 2), т. е. 
длина отрезка нормали. Для любой точки поверхности нор- 
малей имеет место уравнение: 


у’ — в а(2— УТ Ыо(а), (1) 


где а постоянно на линии первой кривизны. Согласно ска- 
занному в предыдущем примечании для линии пересечения 
двух бесконечно близких поверхностей нормалей, соответ- 
ствующих значениям а и а-|-4а, которая лежит на поверхно- 
стн центров второй кривизиы, мы имеем, кроме уравнения (1), 
еще уравнение, полученное его диференцированием по а, Т. е. 


Е В О (2) 


Но для этой линии расстояние Ю = (2— 2’) УТ - 9 
есть длина радиуса второй кривизны по самому определе- 
нию радиуса кривизны. Поэтому мы имеем: 


В =$ (с). 


{К ср. 276.] ...где Р есть функция, производная от %®. 
В оригинале: Р вап ипе юпсНоп аёпуве де Ф. Термин «Гопс- 
Нол Чёчуве» — производная функция — употребляется Мон- 
жем не в том смысле, в каком он употребляется в со- 
времеиной математике и в каком он, повидимому, впервые 


КОММЕНТАРИИ [К СТР. 276—298] 649 


встречается у Лагранжа. Если дв? функции одного и того 
же аргумента связаны некоторым соотношением, конечным 
или диференциальным, то одна из них, по терминологии 
Монжа, есть производная другой. Таким образом функция, 
являющаяся производной в нашем смысле слова, есть также 
производная в смысле Монжа, но не наоборот. 


[К стр. 298.| „.из которых нужно будет исключить ав. 
В последнюю фразу прошу внести исправление: вместо 
«так как исключение... всегда выполнимо» следует читать: 
«так как фактическое исключение (&НпипаНоп асее)... 
всегда выполнимо». Имеется в виду, что вид функции Р 
задан, и предполагается, чтб, выполнив исключение коли- 
честв $,$', можно получить «аналитическое» выражение для 
двух результирующих уравнений. 

Что касается существа изложенного здесь приема инте- 
грирования, то никак нельзя согласиться с Монжем, когда 
он утверждает, что устанавливаемое им общее предложение 
вытекает из предшествовавших рассуждеиий. Однако самый 
метод правилен, как в этом легко убедиться из следующих 
соображений. Если мы приравняем выражения М, М, Г, 
гдери 4 мы будем рассматривать как независимые пере- 
`менные, соответственно трем произвольным постоянным и, В, 1: 


№= а, М=ь =, 


то получаемые отсюда параметрические выражения х, у, 2 
через р, 4 


у ар й 
и —— 1 
УЕ’ ы 
ры № С 2 
У=} УЕ! (2) 
=оа- е (8) 


УТ 2+2 
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удовлетворяют соотношению 42 —рах — 9 4у-—=0, так что 
92 02 

частные производные дву той функции 2(х,у), которая 
определяется системой уравнений (1), (2), (3), соответственно 
равны р, 4. Если, сверх того, постоянные а, |, т выбраны 
так, чтобы удовлетвоголось уравнение Р (1, В, а) =0, то 
функция 2 (х, у), определяемая уравнениями (1), (2), (3), и ее 
частные производные р, 4 уловлетворях также уравнению 
с частными производными 


В(Ь М, М =. 


А так как эта функция зависит от двух произвольных. по- 
стоянных [третье постоянное определяется из ЕР (1, В, а) =0], 
то мы имеем полный интеграл или, в терминологии Монжа, 
уравнение огибаемой. Таким образом уравнение 


УЫ-О— В@ — в =0, 


являющееся результатом исключения р, 4 из уравнения (1) 
(2), (3), вместе с уравнением 


Ра, & 9—0, 


связывающим значения. постоянных, дает огибаемую сферу, 
а система уравнений, приведенная в тексте, дает огибающую 
семейства сфер, представляющую общий (по Монжу — пол- 
ный) интеграл, 

Замечу, что изложенный способ интегрирования Монж 
применяет не только к данному случаю. Уже в работе 1784 г.1 
он показывает, что метод применим ко всем тем уравнениям 
вида Р(Ё, М, №) ==0, в которых количества /, М, М, завися- 
щие от 2 У, 2. р, 4, связаны соотношением 


А4Ё-+ ВАМ СаМ=0, 


1 «Метоне зиг 1е сайсы] Шш4ёрта! Чез баиаНонз аих @Н- 
Егепсе$ рагцеНез». Нзюне Че РАса@ёпие 4ез 5епсез, 1784, 
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где Д, В, С — некоторые функпии тех же переменных. Послед- 
нее условие нужчо понимать в том смысле, что выражение 
Аа Вам-|- С аМ обращается тождественно в нуль после 
подстановки вместо 42 выражения р ах -— аа4у. Иными сло- 
вами, выражение А 4Ё -- В АМ -{ С &М, если в нем рассматри- 
вать все переменные х, У, 2, р, 4 как независимые, должно 


иметь вид: 
2(42 — рах — 94), 


где р есть некоторая функция х, у, 2, р, 4. Идзя эгого ме- 
тода, таким образом, чрезвычайно близка к идее преобразо- 
вания прикосновения. Интересно отметить, что в указанной 
выше работе Мойж углубляет эту идею, утверждая, что 
всякое уравнение первого порядка может быть представлено 
в виде Р(Г, М, №) =0, где Г, М, М— функции х, у, 2, р, 4, 
удовлетворяющие указанному выше условию. Но, коворит 
Монж, разыскание функций Г, М, М есть задача, вообще 
говоря, столь же трулная, как интегрирование исходного 
уравнения в Частных производных. Вместе с тем Монж 
показывает, каким образом можно получиль бесчисленное 
множество выражений Г, М, №, обладающих требуемым 
свойством. Для этого можно взять, говорит Монж, произ- 
вольное выражение У (х, у, 2, а, 6, с) и разрешить систему 
уравнений 


У (х, У, 2, а, Ь, с) =0, 44) 
ИУ, РУ, =0, (5) 
У, =0 (6) 


относительно а, 6, с. Три полученных выражзния будут 
удовлетворять требуемому свойству. Монж не приводит 
доказательства, но его нетрудно дать. В самом деле, функ- 
ции а(*, у, 2, р, 9}; 6(х, у, 2, р, 9); с (Хх, У, 2, р, 9), опреле- 
ляемые уравнениями (4), (5), (6), очевидно, удовлетворяют 
соотношению: 


Ур ах Г, ду + И, 42 -- У, Ча - Ир ав У 4е = 0, 
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полученному из (4), т.е. в силу (5) и (6) соотношению 


у, Ча -- У, ав + У ас=- У, (42-—рах—а ау). 


Мы видим, что здесь по существу имеем определение 
преобразования прикосновения по заданному одному соотно- 
шению между точечными координатами преобразуемых 
элементов. 


{К стр. 299.] „.после удаления г, 5, &; в оригинале: еп 
сБаззащ г, 5, . «Удаление» г, $, & осуществляется в данном 
случае исключением их из полученного первого уравнения 
характеристики и уравнений 


ар=гах- зау, (1) 
44==;5ах + ау, (2) 


которое выполняется непосредственной заменой величин 
хх + з4у, зах -- Еау величинами ар, 49. 

В других случаях (в частности, когда уравнение в частных 
производных второго порядка линейно относительно г, $, В 
«удаление» г,5,Ё совершается путем исключения этих 
величин из уравнений (1), (2) и исходного уравнения в част- 
ных производных, причем наличие первого уравнения ха- 
рактеристики 

Ю 4у? — $ ахау | Тау? -—=0 (3) 


позволяет осуществить исключение трех величин из трех 
вышеуказанных уравнений. Из получаемых здесь двух новых 
уравнений характеристики лишь одно дает новое соотноше- 
иие между элементами характеристики, другое же является 
следствием первого и уравнения (3). 


К стр. 802] ... характеристика есть линия кривизны, 
для которой радцус кривизны постоянен. 

Из изложенного в этом параграфе не следует, что вдоль 
характеристики постоянным является радиус именно той 
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кривизны, линией которой является характеристика. Это, 
одиако, непосредственно вытекает из уравнений предыду- 
щего параграфа, ибо, как легко вытекает из уравнений 
стр. 222, радиус кривизны Ю определяется одним из сле- 


дующих уравнений: 
Юар-- А + р?) 4х -- ра 4] УГ 2-9? =0, 
Юад + [раах -- (1 - 92) 4] УГ @=0, 


в которых даференциалы соответствуют смещению по со- 
ответствующей линии кривизны (исключая ^ из этих уравне- 
ний, мы и получаем уравнение лииии кривизны). 

Но эти уравнения совпадают с уравнениями характери- 
стики, полученными в предыдущем параграфе, с той разни- 
цей, что вместо Ю там стоит постоянная @. Следовательно, 
характеристика действительно является линией той кривизны 
радиус которой постоянен. 

Что касается следующей фразы, то справедливость со- 
держащихся в ней утверждений очевидна из того «способа 
образования» поверхности, который указан в разделе ГУ. 


[К стр. 306.] ...вокруг своей второй оси. Мы бы сказали: 
вокруг мнимой оси. Обещание: «мы увидим впоследствни» 
остаетси невыполненным, как это имеет место и для ряда 
других мест этой книги. 

[К стр. 308.] ... аналогично четырем точкам... эллипсоида. 

Это утверждение неправильно: аналогии с четырьмя омби- 
лическими точками эллипсоида здесь нет. Напротив, в ис- 
ключительном случае (сферическая поверхность) эта аналогия 
налицо. Монж, однако, представляет себе дело как раз наобо- 
рот (ср. ниже стр. 311). Как явствует из изложенного в при- 
мечаниях к стр. 238 и 255, такое представление проистекает 
из того, что для Монжа омбилическая точка характеризуется 
не неопределенностью двух главчых направлений, а их 
слиянием в одно. При этом, однако, Монж не замечает ни 
того что такая точка никогда не может быть вещественной 
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(на вещественной поверхности), ни того, что в омбиличе- 
ской точке эллипсоида (которая определяется им как «точка 
скопления» линий кривизны) имеет место именно неопре- 
деленность главных направлений, а не их слияние, 


К стр. 320.1 ... радиусе кривизны должен быть равен ра- 
диусу соответствующей сферы. Здесь Монж делает инте- 
ресную попытку подойти к определению искомой поверхности 
чисто геометрически. Эта попытка может быть интерпрети- 
рована следующим образом: нусть два главных радиуса 
кривизны поверхности должны быть приблизительно равны 
между собой. Выполняя указанное Монжем построение 
и переходя к пределу, найдем, что поверхность выро- 
ждается в линию. 


[К стр. 324... Это то уравнение, которое нашел г. Ла- 
гранж. Интергсно отметить, что Монж не упоминает ни 
словом Менье (см. вступительную статью, стр. 57—59). Ком- 
мерель в своей большой статье в 4-м томе истории матема- 
тики Кантора (стр. 569} объясняет это тем, что Монж во 
время появления «РешШез @’апа]усе» еще не знал работы 
Менье, напечатанной в 1785 г. Это объяснение не может 
быть принято. Не говоря уже о том, что работа Менье 
написана под несомненным влиянием Монжа, она напечатана 
в том же 10-м томе «Мётойез @ез зауапз @мапоегз», в ко- 
тором помещена работа Монжа о пространственных кривых, 
причем статья Монжа непосредственно следует за статьей 
Менье. Далее, со времени появления 10-го тома «Мемуаров» 
до первого издания настоящей работы прошло десять лет. 
Четвертое же издание вышло спустя еще четырнадцать лет. 
Именовавшийся в первом излании гражданином, Лагранж 
успел стать уже господином Лаграижем; Менье, просла- 
вивший свое имя в области математики, в области химии, 
и на полях революционных войн, давно сошел в могилу, 
а Монж все еще не удосужился упомянуть имя своего блестя- 
щего ученика там, где это было бы прежде всего уместно. 
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Как было сказано в вводной статье, Менье нашел два 
частных нетривиальных. решения уравнения (а). В на-тоящем, 
двадцатом «параграфе» своей работы Монж решает этот 
вопрос до конца. Но в то время, когда Менье отыскал свои 
частные решения, Монж еще не получил общего результата. 
Правда, он подошел к решению чрезвычайно близко, и сам 
он думал, что им найдено общее решение; однако это реше- 
ние было не вполне корректным. Об этом подробнее в при- 
мечании к стр. 830. 


[К стр. 325. ... удаляя из предложенного уравнения г, $, &. 
См. примечание к стр. 299. 
Вместо того, чтобы подставлять в получаемое таким обра- 


а а 
зом соотношение, линейное относительно ты выражение = 
Чу 


из уравнения (5), проще, наоборот,” определить нз него а 


и подставить полученное выражение в (Ъ). К полученному 
уравнению (с) Монж применяет метод Клеро; нетрудпо ви- 
деть, что это уравневие, действитейьно, есть уравнение Клеро, 
В самом деле, оно преобразуется к виду: 


| (дар— ра} =— (ар? + 44). 

[К стр. 327.] ... они оба имеют место для каждой харак- 
теристики. Абзац, к которому принадлежит эта фряза, 
переведен буквально. Здесь, как и в ряде выше отмечав- 
шихся мест, высказывания Монжа отличаются расплывча- 
тостью, и трудно сказать, как именно он представлял себе 
дело. Во всяком случае можно утверждать, что правильно 
он себе его не представлял. Уже в отмеченной нами фразе 
Монж совершенно непоследовательчо становится на ту Точку 
зрения, что характеристика должна быть вещественной 
кривой. Непоследователь“о это потому, что только что 
в другом уравненин той же характеристики он допускал 
мнимостн. Вывод, который делает отсюда Монж (что каж- 
дая характеристика сводится к одной точке), верен лишь 
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в том смысле, что характеристика, проходящая через веще- 
ственную точку, других веществениых точек в соседстве 
с данной иметь не будет. Но вряд ли это имел в внду Монж; 
в самом деле, последующая фраза, математический смысл 
которой очень темен, свидетельствует о том, что, по мнению 
Монжа, «анализ не дает нам эту поверхность как поверх- 
ность, образованную движением образующей» (Рапа!узе пе 
поиз ргёзеще раз сейе зиЙасе соште епбепагёе раг1е точ- 
уетеш 4?ипе рёпега се). Между тем именно аналитическое 
рассмотрение задачи приводит нас к образованию минималь- 
ной поверхностн с помощью поступательного перемещения 
произвольной «минимальной лннии», т. е. линии, для кото- 
рой ах? -- 4у? - 422 =0, вдоль произвольной «минимальной» 
направляющей (см., например, Дагвоих, Гесопз$ зит 1а вое 
зёпёге Чез зигЁасез, 1 рае, р. 336—337). 


[К стр. 828.] ... огибаемая может перемещаться в двух 
различных направлениях. Я должен сознаться, что смыся 
этой фразы н всего последующего текста раздела ЦП остается 
рля меня неясным. Мне кажется, что результат, намечаемый 
здесь Монжем, известен ему из других соображений, здесь 
же он хочет «подогнать» под него общие соображения. 


` [К стр.330.... этого не будет еще достаточно для ее опре- 
деления. В оригиналг: се чи! пе зи га раз ропг 1а афегийтег. 

По существу Монж прибегает здесь для решевия задачи 
к введению параметров а, В, через которые он выражает 
сначала х, у, а затем с помощью формул стр. 826, даю- 
щих риф в функции тех же параметров, —и искомую 
функцию 2. Метод, применяемый здесь Монжем, по суще- 
ству не отличается от метода, называемого некоторыми 
авторами методом Ампера (см., например, Сойгза{, Гесопз 
зш ГиботаНол 4ез &диаНопз аих абпуёез рагЧеЦез ди зесопа 
огаге, т. 1, стр. 106 и сл.). Введение функций ф (а, }) иф (а, В) 
не вносит ничего существенного. Формулы (1!) и (т) стр. 38$ 
могли бы быть получены тем же мегодом и без введения 
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этих вспомогательных функций. Достаточно было бы пред- 
ставигь уравнения характеристик в виде; у 


ду 0х 
д; +108 


ду 0х : 
де да = 


=0, 


диференцируя первое из них по а, а второе по В, и исклю- 


чая _9_ мы получили бы 0х —=9. Аналогично получим: 
да 03’ у дав —*" Уи 
«а =° и дальше рассуждение пойдет тем же путем, 


чтоиу Монжа. Введенне вспомогательных фунхций у Монжа 
объясняется, вероятно, недостаточностью его символики. 
Отмеченной в заголовке примечания фразой Монж хочет 
сказать, что вид функции ф (а, ) может быть определен 
только при совместном ее рассмотрении с функцией Ф (а, В). 

Прием, употребленный Монжем для интегрирования урав- 
нения минимальной поверхности, чрезвычайчо изящен и 
остроумен. Мы вчдим, что он неразрывно связан с тео- 
рией характеристик, столь характерной для Монжа. Однако 
Монжу не сразу удалось прнтти к пезному решению во- 
проса. В болыпом своем мемуаре 1784 г, посвященном 
теории интегрирования диференциальных уравнений с част- 
ными производными 1, Монж применяет подробно развитый 
им метод характеристик и к уравнению минимальной поверх- 
ности. Он находит там те же интегралы уравнения (с), что 
и в этой работе, и записывает их в виде: 


п-т 
ве РЕ (0 
ЗИ в 
а’-= 29 я т (2) 


* См. сноску к примечанию к стр. 276. 


42 Г, Монж. 
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Первое принадлежит той характеристике, для которой 
ду а’ ах ==0. 


Монж говорит, что для этой характеристики 4’ не постоянно, 
и представляет «интеграл» последнего уравнения в виде: 


у ах == к (а) + +). (3) 


Еслн бы Монж использовал все условия задачи, он должен 
был бы притти к заключению, что тот частный вид функции 
колич-ств @’и а, который выражается правой частью этой 
формулы, не совместим с исходными данными. Но в своем 
увлечении Монж забывает здесь, как и в некоторых дру- 
гих местах упомянутого мемуара, о необходнмости прове- 
рить допустимость своей гинотезы. Это приводит его к по- 
тере общности решения. 

Проследим за дальнейшими рассуждениями вашего автора. 
Диференцируя свое гипотетическое уравнение по а’, Монж 
получает добавочное условие 


к’ (а) =х. (4) 


Система уравнений (3), (4) после подстановки в нее вме- 
сто аи а’ их выражений (1) и (2) является, по утвержде- 
нию Монжа, первым интегралом уравнения минимальной 
поверхности, причем одно из уравнений этой системы «пред- 
назначается для определения вида лншней функции (Юпс#оа 
загабопЧапе)». 

Теперь Монж переходит к получению конечных уравнений 
минимальной поверхности. Ход рассуждения у него тот же, 
что И в «АррИсайоп», но указанная выше ошибка тяго- 
теет над ним. 

Из уравнения (1), (2) Монж определяет р, 4 в функции @ 
и а'. Подставляя эти выражения в соэтношение 


4: = рах-- а ау, 
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Менж получает уравнение: 
(а— а’) а2 = (вахта) 1 а? (вахта, 


Но уравнение (3) и аналогичное ему для второй характери- 
стики дают: : 
а’'ах {+ 4у=: 9' (а) ао, (5) 


а ах + аут (а) ат, (6) 


где $(2’) Монж считает произвольной функцяей количе- 
ства а’, так же как $ (а) — произвольной функцией от а. 
Таким образом для 4? получается соотношение: 


(а— а’) 42=$' (а) аа У тай | 9 (2) @ у—1— в, 


а для 4х н ау из (5) и (6) получаются еще два аналогичных 
соотношения. «Интегрнруя» их, Монж получает: 


ро ( ф' (а) аа'— у (а) ав 


) а— а’ ы 


у= \ а’ (а) м (а’) Ча’, @) 


еее У— 1—2 {9 (а) а у—1—@ 


=— ыы 


а—а' 


Нетрудно видеть, что условия интегрируемости не со- 
блюдаются ни для одного из подинтегральных выражений и 
что если потребовать, чтобы все три`подинтегральных вы- 
ражения были полными диференциалами, то мы получим 
единственную возможность: 


$ (@) =’ (а) =0, 


так что даваемый Монжем результат не только не является 
общим, но и вообще не представляет никакой поверхности. 


42% 
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Монх не только проходит мимо этого, но в весьма простран- 
ных рассуждениях доказывает. что результат обладает пол- 
ной общностью. Что касается квадратур, остающихся не- 
выполненными, то он стремится доказать, что по самой 
природе задачи ее обзщий интеграл и не может быть 
освобожден от квадратур 1. Это место настолько интересно, 
что я приведу его целиком: 

«Действительно, — говорит Монж, — если, диференцируя 
эту систему уравнений [т. е. систему (7)], мы уничтожим 
две произвольные функции [?] и исключим неопределенные 
количества а и а’, что будет тогда возможным, мы снова 
получим уравнение. (О) (т. е. уравнение  миннмальной 
поверхности)... 

«Мы не злоупотребляем словами, говоря, что эта система 
трех одновременных уравнений представляет второй инте- 
грал предложенного уравнения (0), так как в этой системе 
нет уже речи ни о каких частных производных, кн первого 
порядка, ни второго и так как они пополнены двумя про- 
нзвольными функциями. Что касается  интегрирозаний 
в обыкновенных диференциалах, которые остается @цз вы- 
полннть н которые можно только обозначить, то они 


1 Может быть, это же предубеждение помешало Монжу 
освободиться от квадратур в позднейшем решении. Дей- 
ствительно, формулы (1) и (п1) (стр. 333) дают параметрическое 
представление х и у без квадратур, но формула для 2 
(стр. 334} содержит квадратуры. Простой подстановкой 
вместо Ф (о) и Ч (3) выражений 


Е 3 
(1 2) аи? ЕР (а) 


можно было бы- довести интегрирование до конца. Эта под 
станозка была замечена Лежандром, который в своей рабо- 
те («Мётойез Ч4е РАса@ёпйе Чех зчепсез», 1787, стр. 310) 
подверг вышеизложенный вывод Монжа справедливой 
критике. 


КОММЕНТАРИИ [К СТР. 880] 661 


соответствуют природе дела; они входят в снлу того, что рас- 
сматриваемая поверхность порождается трансцендентным 
способом (Ша рёпёгамол @е ]а загЁасе... ез5! Чтапзселзгие). 

«Чтобы объяснить, что мы под этим понимаем. нужно 
напомнить, что всякое уравнение в частных диференциалах 
есть выражение способа образования некотороЯ кривой по- 
верхности незавнсимо от кривых, с помощью которых со- 
вершазтся это образование и о которых в уравнении нет 
никакой речи. Каждый раз, как спосоз образования может 
быть выражен алгебраически, произвольные функции войдуг 
алгебраическим образом в конечный ннтеграл уравнения 
в частных диференциалах; частные же уравнения поверхно- 
стей, входящих в число поверхиостей, которые могут быть 
образованнымн этим способэм, могут оказаться трансцен- 
дентными лишь в том случае, когда порождающие кривые 
и функции, видом которых этв кривые определяются, будут 
[сами} алгебраическими. Так, например, поверхность враце- 
ния никогда не может стать трансцеидентной по той только 
причине, что она есть поверхность вращения; она может 
стать трансцендентной лишь тогда, когда порождающая 
кравая не будэт алгебраической. Но когда сам способ об- 
разовачня будет траясцендеитен, тогла и произвольные- 
функции войдут трансцендентным образом в конечный ин- 
теграл, и этот интеграл нельзя будет выразить иначе, чем 
с помощью обыкновенных диференциалов, т. е., что то же, 
иначе чем с помощью [лищь] указываемых ннтеграций. Част- 
ные виды уравнений поверхностей, входящих в число по- 
верхностей, порождаемых этим способом, могут стать 
алгебраическими лишь в очень редкнх случаях, когда транс- 
целдентности, взеденные способом образования, будут 
уничтожены (егопЁ ЧёниЙез) теми трансцендентностями, 
которые будут введены порождающими кривыми», 

Читатель может видеть, что Лежандр имел оснсвание упре- 
кать Монжа в том, что его рассуждения основаны на <мета- 
физических принципах». 
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[К стр. 340.]...два раза под ряд. В оригинале: Чеих Ю5 
Че зи Це. 


К стр. 346.] ..которому будут удовлетворять частные 
уравнения всех индивидуальных поверхностей, способ 
образования которых выражен уравнением (0). 

По поводу этого вывода можно было бы повторить с 
соответствующимн изменениями то, что было сказано 
в примечании к стр. 161 относительно уравнения второго 
порядка; к этому примечанию я и отсылаю читателя. 


К стр. 353] ... приведет к не менее общему интегролу 
„уравнения (О). 

Весь этот раздел изложен в очень неясных выражениях. 
Смысл его я бы изложил следуюшим образом. 

Исключение и из двух уравнений (Н) и (К), как нетрудчо 
показать, равноснльно исключению и, ш, №, 0 из пяти 
уравнений: 


Е (ху, 2, р, 9. #, $, В и, ш, в, 9) =0, (9) 
Одуз —И/ ах а? Уазау— Таж=0, (К) 
Яг = пах + шау, (1) 

45 = шах | шау, (2) 

@— шах |- оау. (3) 


Получающееся в результате исключения зединствен те ура1- 
нение» вместе с само собой разумеющимися уравнениями 
(С), (1), (2), (3) равносильзо поэтому вашенаписанной си” 
стеме уравнений характеристики. Полная система уравнений 
характеристики, помимо соотношений 


42 =рах-| дау, 
Яр=гах + 5 ау, 
99 =5ах - Ёау, 
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должна еще включать «второе уравнение» характеристики, 
содержащее в общем случае диференциалы количеств м, ш, 
и, о. Так как дело обстоит здесь совершенно аналогично 
случаю уравнения второго порядка, то я отсылаю читателя 
к примечанию к стр. 161. Из изложенного там будут ясны и 
причины, почему Монж считает, что в общем случае уравнение 
характеристикн будет единственным, не замечая наличия 
«второго уравнения». 

В общем случае это второе уравнение, как только что 
было сказано, содержит диференциалы третьих производных. 
Могут быть, однако, случаи, когда имеет место «неопреде- 
ленность третьего порядка» и когда будут существовать 
два соотношения, свободных от количеств и, ш, м, би их 
диференциалов. Простейший класс таких уравнений указан 
самим Монжем в предыдущем разделе. Но Монж неправ, 
когда полагает, что это — единственчый случай. Аналогично 
тому, что имеет место для уравнения второго порядка 
и для уравнения третьего порядка, «свободных от и» соот- 
ношений может быть два и в том случае, когда уравне- 
ние (Н) нелинейно отнъсительно /- Например, пусть это 
соотношение имеет вид: 


АРВ С-=0. 


Уравнение (Г) будет иметь вид: 
АЕ ВО, 


и возможно, что в результате некоторых двух соэтношений 
между аргументами уравневия (Н) все три количества А, В, С 
обратятся в нуль. Тогда эти два соотношения и определят 
характеристическое многообразие х, у. 2, р, 4, , $, & для 
которого уже величины и, ш, и, о будут неопределенвыми, 
завися от произвольного постоянного. 

Что уравнение характеристики, если оно «едниственн », 
це будет, воэбщ: говоря, удовлетворять условию интегри- 
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руемости — верно. Но не в меньшей степени это верно н в 
том случае, когда уравнение (Н) линейно по отношенню 


к ураваениям 
М=0, М—=0. 


Что касается «новой ветви интегрального исчисления», то 
никаких ее образцов в теории кривых двоякой кривизны 
($ ХХУНП наст. кнаги) Менж, вопреки обещанию, не дает. 


[К стр. 351.]...мы устраным... См. примечание к стр. 299. 


[К стр. 365.] ... исключение, о котором идет речь, мо- 
жет быть только указано. В еригинале; Р6ЙйпитаНоп Чоп 
Й завй пе реишё &ге ди’ юиёе. 

Смысл этой фразы: езли не дано частного вида произ- 
вольных функций, то изобразить результат исключения одним 
уравнением, не содержащим количества а, нет возможности. 


[К стр. 367.]... проходит через две бесконечно близкие 
касатгльные. См. примечание к стр. 235. 


[К стр. 368.] ... будет равна спрямленной дуге этой кри- 
вой. В оригинале: зега 6ра]е а Г’агс гесННё 4е сефе соигЪе 
Это выражение Монж употребляет часто, имея в виду, что 
дуга эволюты отсчитывзется от точки, где эволюта пересе- 
кается с эвольвентей. Ср. стр. 371 текста (строки 12—13). 


[К стр. 369. ... бесконечно узкой веретенообразной по- 
лоской... В оригинале: ип Тазеаи шЁпипеп &ной. Это 
выражение часто будет встречаться и в дальнейшем 


изложении. 


[К стр. 373.] ... является точкой сжатия поверхности. 
В оригинале: ип рон! @е 5иНон 4е 1а зшГасе. 


[К стр. 374.]...пока точка ее касания с кругом... не 
совпадет с точкой касания того же круга с конической 
поверхностью. Инымя словами: на каждой спиралн берется 
та нормаль, которая клсается круга в точке его пересече- 
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ния с мгновенной осью вращения. Очевидно, в этой точке 
совме:ца отся оба радиуса кривизны изучаемой поверхности 


[К стр. 375] .. линия равных кривизн одного и того же 
знака есть эвольвента линии пересечения двух поверх- 
ностей центров. 

В оригинале: 1а Непе 4ез сошБигез 6райез еЁ де тёше 
<1епе езЁ 1а Ч6уе!орраше 4е РицетзесНоп 4ез 4еих зиЧасез 
Чез сепез. Этот факт был уже установлен Монжем 
(см. стр. 238 этой книги) в общей форме. Я уже указывал 
(см. примечание к стр. 238), что Монж не видел того, что 
в общем случае поверхности центров вещественной поверх- 
ности пересекаются по мнимой кривой. 

[К стр. 376] ..есть не что иное, как образующая спи- 
раль, изогнутая на коническую поверхность „о. В ориги- 
нале: п’ез! анте сБозе дце 1а зриае вёпёгасе”рИёе зиг 1а 
зи асе сов19:.е. Смысл этой фразы, очевидно, такой: второе 
ребро возврата есть та линия конической поверхности, с ко- 
торой совмещается синраль прн изгибании ее плоскостн на 
коннческую поверхность. При таком изгибании, очевидно, 
сохраняются все особенности плоской линии; в частности, 
точка возврата остается точкой возврата. 


[К стр. 378.]..эте точка [своим движением] образует 
поверхность. В оригинале — трудно переводимое выраже- 
ние: се рот езЁ обпёгайеиг 4е 1а зи асе. 

Та‹х как слово «оёпёгаЧот» мы всюду переводным: «оора- 
зование» или «способ образования», то рбиёгаеиг (или 
в женсзом роде обпёгайсе) следовало бы переводить: «об- 
разующая». Но для нашего уха очень непривычно называть 
«оэразующей» точху. 

К стр. 386]...от которей Ф является производной, 
См примечание к стр. 276. 

[К стр. 397.] ... поэтому .. я назвал эту кривую харак- 
теристякой. В эт-м и следующих разделах Монж вновь 
возвращается (см. стр. 136, 161 и 346 текста н примечания 
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к стр. 119, 135, 161, 177, 353) к понятию характеристики и 
пытается дать определение этого понятия. Эта попытка столь 
же нзудовлетворитезьна, как и предыдущие, и по существу 
не содержит ничего нового. 

Чгобы понять, почему при этих обстояте ьствах вопрос 
о характеристиках затрагивается снова, нужно ихеть в виду, 
что настоящий параграф является воспроизведением мему- 
ара, имеющего то же заглавие и напечатанного в «Журнале 
Политехнической школы» за 1802 г. Точно так же и следую- 
щие два параграфа воспроизводят мемуары, помещенные 
в том же журнале в 1802 и 1806 гг. 1. Мы видим, таким 
образом, что за время с 1795 г. (когда были напечатаны 
«РеиШез Фапа!узе») по 1802 г. Монж не сделал существен- 
ного шага вперед в общей теории характеристик. 


[К стр. 397.] ...я намерен возвратиться к этому вопросу 
8 специальном мемуаре. Насколько мне известно, этого 
намерення Монж не выполнил. 

Говоря далее: «я показал, что..», Монж имеет в виду 
`свой мемуар 1784 г. Я уже изложил (см. примечание 
к стр. 161) тот метод, с помошью которого в этом мемуаре 
Монж дает вывод уравнений характеристики для линейных 
уравнений второго порядка. Тем же методом Монж полу- 
чает там же два уравнения характеристики для линейного 
уравнения первого порядка. Что же касается нелинейного 
уравнения первого порядка, то с помощью чрезвычайно 
оригинального приема Монж сводит вопрос к отысканию 
харахтеристики линейного уравнения второго порядка! 

Рассуждения Монжа довольно лаконичны и, как всегда 
в таких случаях, обосновывают анатигическнй процесс в 
Довольно туманных выражениях. Монж берет уравнение 


общего вида: 
И! (х, у, 2, р, 9) =0. (1) 


+ См. сноски на стр. 581, 
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Диференцируя его, он получает. 


Аар-+ Вад + Сах-- Рау=0, (2, 
г А= И; ВУ С=И, р; Б=И, ат, 
Далее Монж задается соотношением 
Аар + Ваа==0, (3) 
из которого, принимая во внимание (2), получается: 
сах Оау==0. (4) 


В уравнение (3} подстаеляются вместо @р и 44 их 
выражения: 
Яар=гах - зау, 


94 =5 ах -|- Чу 


и с помощью уравнения (4) исключаются @х, 4у. Получается 
линейное уравнение второго порядка: 


АРг + (ВР — АС) $ — ВСЁ = 0, (5) 


о характере связи которого с уравнением (1) Монж ничего 
не говорит. Нетрудно, однако, видеть, что всякий интеграл 
уравнения (1) удовлетворяет и уравнению (5). Для этог> 
достаточно написать в раскрытом виде уравнение: 


а а 
ВИ, 0 (6) 


удовлетворяющееся всякий раз, как удовлетворяе?ся урав- 
нение (1). Это уравнение не будет отличаться от уравне- 
ния (6). Далее Монж пишет выведенные им предварительно 
(см. примечание к стр. 161) два уравнения характеристики 
уравнения (5): 


АЛ ау? — (ВР — АС)ахау — ВС а? =0, (7) 
Арарау— ВС а4ах==0. (8) 
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Первое из этих уравнений он представляет в виде: 
(Сах + Рау (4 ау- Вах) =0. 


«Первый корень Сах -- р 4у==0 возвратил бы нас, -— говорит 
Монж, —к исходному уравнению, тогда как целью нашей 
является найти новый интеграл уравнения (5)». Поэтому 
Монж берет «второй корень» уравнения (7): 


Айу— Вах==0. (72) 


Тогда уравненче (8) дает: 


Саа-— рар=0. (Ва) 


Так Монж получает два уравнения характеристики урав- 
нения (1), и для обоснования этого вывода мы не найдем 
в работе Монжа ничего сверх того, что было нами изложено. 
Вслед за этим Монж столь же лапидарно излагает метод 
интегрирования уравнения, исходящий из предположения, 
что найдены два интеграла характеристических уравнений. 

Трудно сказать, какие соображения руководили Монжем 
при вышеизложенном выводе. Во всяком случае этому 
выводу можно придать вполне строгую форму. В самом 
деле, уравнение (72а) можно получить, исходя непосредственно 
из уравненая (1), тем же методом, каким Монж получает 
«единственное» уравнение характеристики для уравнения 
высшего порялка (см. примечание к стр. 161). Уравнение 
же (8а) получится сразу, если принять во внимание, что 
всякая характеристика уравнения (1) является в то же время 
характеристикой уравнения (5). Справедливость последнего 
утверждения вытекает из того, что через характеристику 
уравнения (1) проходит бесчисленное множество интеграль- 
ных поверхностей, имеющих касание (первого порядка) вдоль 
характеристики. А так как интегральная поверхность урав- 
нения (1) является в то же время интегральной поверхностью. 
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уравнения (5), то характеристика уравнения (1) обладает 
тем свойством, что через нее проходих бесчисленное мно- 
жество интегральных поверхностей уравнения (5), касаю- 
щихся друг друга вдоль этой линии. А это и значит (см. при- 
мечание к стр. 161), что эта линия есть характеристика (линей- 
ного) уравнения второго порядка. 

Быть может, соображения, подобные изложенным, не 
были чужды и нашему автору. 

„Замечу, наконен, что уравнения (72) и (8а) по существу 
дают уже полную систему уравнений характеристики, 
так что работа 1784г. в этом отношении полиее, чем 
«РецШез Фапаузе» 1795 г. (соответствующее место под- 
ностью воспроизведено в настоящей работе на стр. 135— 


138). Действительно, соотношение 


42=рах + 44у 


принимаемое Монжем все время как само собой разумею-, 
щееся, и соотношение (2) вместе с уравнениями (7а) и (8а) 
дают систему четырех уравнезий, связывающих пять ве- 
ЛичнН Хх, у, 2, р, 9 и их лиференциалы. В «добавлении» 
к настоящей работе (не вошедшем в русское издаиие) 
Монж дал в развернутом виде все 10 уравнений, связы- 
вающих попарно дифсренциалы 4х, 4у, 42, @р, 49. Там же 
он представил эти соотношения в такой мнемонически 


удобной форме: 


ах @у а: ар аа 
Р’ 0’ рР-а9 Х-+рй’ Т- ар” 


от которой берет начало и современная каноническая форма 
уравнений характеристики. 

Но в момент написания мемуаров, здесь воспроизводимых, 
Монж еще не вполне четко осознает требование полноть, 
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Об этом свидетельствует ряд нижеследующих мест (см., 
например, стр. 401 и первое примечание к стр. 401). 


[К стр. 398.] „..если мы подставим эти выражения... 
Монж упускает из виду добавить, что в выражених Ри @ 
он заменяет величину х2 -|- у? -| 22 — 22 тем ее выражением, 
которое дает уравнение в частных производных, т. е. выра- 
жением: 
(2 —рх — 45 
12-4 


[К стр. 400.] ... исключая аи В..., получим уравнение ... 
Нет никакой нужды прибегать здесь к исключению, строго 
говоря, незаконному. Действительно, уравнение 


авар + @а4=0 


само является прямым следствием соотношений: 
Ча==0, 98==0. 


[К стр. 400.] „.. подставляя вместо 4а и 4В их выражеегя. 
Следовало бы добавить: и принимая во внимание уравиение 


— О 92) ЧР (х-+ 22) 449 =0. 


[К стр. 401]...0для того чтобы эта кривая была 
определена, нужно присоединить к этому уравнению 
еще уравнение описываемой поверхности... В оригинале... 
й 4 у юшаге сеЦе [Гбапавоп] 4е 1а зшЁасе епрепаг6в 
зиг 1адиеЦе еШе зе фонуе роиг ие сейе соиге зоН а&ег- 
пыпёе, её епсоге ле 1е зегай еНе раз Фипе татёёте аБбзваЦе, 
резаце оп 1а сопз@ тега ают$ сошше «ап ип тагаий 
4е 1а з6Пе аопЕ {а зи{асе епрел@гёе ез! |е Цеи рвотёаице. 

Под «отвлеченным определением» характеристики, о ко- 
тором Монж упоминает неоднократно и в дальнейшем, ои 
разумее? заданне уравнелия (диференциального или конеч- 
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ного), принадлежащего характеристике и не содержащего 
(для уравнений первого порядка) частных производных р, 4- 
Так, для случая линейного уравнения 


Рр- 94=Е <) 


«отвлеченными уравнениями» характеристики будут два 
уравнения: 


Ее, р 
В [@) ю 2) 

Для нелинейного же уравнения 
ЕР(%, у, г.р, 9) ==0 63) 


уравнения характеристики, представленные в виде: 


ах _@У__ 4 (4) 
Р› В РЕ-9Ы” 


не будут отвлеченными. 

Это и хочет сказать Монж в нижележащем абзаце. Го- 
воря, что характеристика нелинейного уравнения «имеет 
только одно, не принадлежащее какой-либо поверхности 
уравнение в обыкновенных диференциалах», Монж имеет 
в виду, что характеристика нелинейного уравнения имеет 
лишь ОлНО «отвлеченное» диференциальное уравнение, 
а именно то, которое получается исключением р, 4 из 
уравнений (3), (4). Это «отвлеченное» уравнение, таким об- 
разом, есть уравнение ребра возврата, рассматриваемое 
Монжем отдельно ниже (стр. 408). 


[К стр. 401] ... который должен, так сказать, составить 
искомую поверхность. В оригинале: д ой сопзшег, 
роиг а Чие, 1а зиПасе епоепагбе. 


[К стр. 404.]... следовательно, ‘уравнение ее также 
имеет вид: 


(ках уду-+ 242)? == 0? (4х? 4 4у24 42. 
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Мы видим, что Монж здесь не ставит ва вид того обстоятель- 
ства, что характеристика определяется не одним только со- 
отношением: 


<  (хах- уду + 2428 — а? (4х? + 4? 42), (1) 
но еще и другим, именно: 
| вах + [ау -{ 42=0, (2) 


тогда как ребро возврата определяется одним вышепри- 
веденным соотношением. 

Тем не менее Монж сознает это различие; он интегрирует 
уравнение (1) «в двух предположениях». «В предположении, 
что оно принадлежит отвлеченно взятой характеристике» 
он рассматривает его фактически совместно с уравнением (2) 
В предположении же, что оно принадлежит ребрам возврата, 
он рассматривает его как единственное соотношение между 
х, у, 2, 4х, 4у, 42. 

Более того, Монж выставляет совершенно правильное 
утверждение, что, если интегрировать уравнение (1) «в пер- 
вом предположении», то мы получим два уравнения стремя 
произвольными постоянными (см. ниже, стр. 405). 
Он знает при‘этом, что так будет и в общем случае. Трудно 
сказать, какими соображениями руководствовался Монж, 
выставляя такое утверждение. Вероятно, он на ряде примеров 
убедился в том, что, если мы имеем уравнение 


У (х, У, 2, р; 4}=0 (3) 


и если мы нашли два общих интеграла системы обыкновен- 
ных уравнений характеристики; 1 


Че _ Чу __ 42 р 


= = = — = ый ыы (4) 
Л Хх Рай 8 НР). №- а. 


[независимые от соотношения (38)|, то эти два интеграла 
вместе с соотношением (3) позволяют исключить р, 4 и 
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получить одно соотношение с двумя произвольными 
ПОСТОЯИНЫМИ. 
В данном случае таким соотношением является: 


ох -- В ==0. 


Тогда ясно, что система, аналогичная системе уравнений 
(1) и (2), позволяет выполнить третью интеграцию, вводящую 
еще одну произвольную постоянную. 

В момент написания мемуара, здесь воспроизводимого, 
Монж, повидимому, еще ие мог формулировать подобных 
выводов в общей форме. Это видно из того, что лишь 
в третьем изданий «АррИсаНоп» (1805 г.) эн опубликовал 
в качестве приложения общий вывод уравнения (4). 


[К стр. 405.] Следовательно, число ребер возврата.» 
бесконечно. 

Я обращаю внимание читателя на этот изящный метод 
доказательства того положения, что уравнение интегральной 
лииии (ребра возврата) зависит от произвольной 
функции. Замечательно также и нижеследущее рассуж- 
дение, показывающее различный характер взаимоотношения 
между ребром возврата и характеристикой в зависимости 
от того, рассматриваем ли мы даниую интегральную 
поверхность и ее характеристики или допускаем произ- 
вольные интегральные поверхности. В первом случае 
мы имеем со характеристик и одно (или конечное число} 
ребро возврата, являющееся огибающей характеристик. 
Таким образом ребро возврата представится особым 
интегралом, оно занимает по отношению к семейству 
характеристик исключительное положение. 

Но положение меняется коренным образом, когда мы 
рассматриваем всевозможные интегральные поверх- 
ности. Тогда «число» характеристик «возрастает» до со; 
«число» же ребер возврата «неизмеримо больше», ибо они 
зависят от произвольной функции. Более того, сами харак- 
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теристики оказываются частными случаями ребер возврата. 
Последнее вытекает не только из аналитических соображений, 
изложеиных в предыдущем примечании, но и из геометри- 
ческих, указываемых Монжем для данного частного слу- 
чая: «она [характеристика], — говорит Монж, — есть не что 
иное, как то, во что обращается это ребро, когда кониче- 
ская поверхность сводится к плоскости, проведенной через 
начало». | 

На первый взгляд эта аргументация может показаться 
совершенно несостоятельной, ибэ, если коническая поверх- 
ность сводится к плоскости, то катящаяся плоскость остается 
неподвижной, и никакой поверхности спираль, на ней 
начерченная, не производит. Но на самом деле аргументация 
Монжа дает даже больше, чем он из нее сам получает. 
В самом деле, из возражения, которое только что приведено, 
вытекает, что ни на какой заранее заданной 
интегральной поверхности характеристика не 
может быть ребром возврата. И тем не менее мы можем 
рассматривать характеристику как «частный случай» ребра; 
только этот частный случай есть предельный случай. 
Действительно, если представим себе, что наш конус 
мало отличается от плоскости, то все характеристики будут 
мало отличаться от одиой из них; следовательно, и огибаю- 
щая семейства характеристик будег мало отличаться от 
одной из них. Характеристика может быть рассматриваема, 
таким образом, как предельное положение ребра возврата- 
Аналогичное рассуждение может быть проведено и для 
общего случая. р 


К стр. 405.]... сводшися к плоскости, проходящей через 
начало. См. предыдущее примечание. 


[К стр. 405]..и эти две функции являются производ" 
ными одна другой. Относительно термина «производная» 
см. примечание к стр. 276. В данном случае мысль Монжа, 
повидимому, такова: ребро возврата рассматривается ка 
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огибающая семейства характеристик, зависящих от одного 
параметра. Так как характеристика зависит от трех пара- 
метров, то два из этих параметров должны быть выражены 
в функции третьего. Эти две функции произвольны каждая 
сама по себе, ио оии должны быть связаны диференциаль- 
ным соотношением, выражающим, что две бесконечно близ- 
кие характеристики пересекаются (а не скрещиваются). Что 
касается «обещанного» мемуара, то, как я уже указывал, 
Монж не выполнил своего обещания. 


[К стр. 407.] ...два уравнения харлктеристики... Во всех 
французских изданиях второе из приведенных мной урав- 
нений отсутствует. 


[К стр. 409.] ... которая будет геометрическим местом 
этого индивидуального ряда. В оригинале: (и зега 1е Цей 
де сеМе зёйе шаглачеПе. Весь абзац звучит в переводе 
довольно тяжело. Но он так колоритно отражает мышление 
Монжа и его терминологию, что я предпочел близость 
к оригиналу красоте стиля. Самое утверждение, высказан- 
иое в столь безусловной фэрме, неверно. Я избавлен от 
необходимости доказывать это, так как сам Монж опровер- 
гает себя десятью строчками ниже. Мы имеем здесь просто 
художественный прием, повольно эффектный. 


[К стр. 410.}] ...две последовательные спирали должны 
друг друга пересекать на каждой из своих ветвей. 
В оригинале: деих зрйае$ сопзесиНуез дойуепё зе сопрег 
Чапз спасипе 4е 1ег$ Бгапсрез. Смысл, очевидно, такой: 
плоскость с начерченной на ней спиралью поворачивается 
около мгновенной оси, принадлежащей этой плоскости; при 
этом новая спираль будет пересекать старую во всех тех 
точках, в которых ее пересекает ось. Что касается опреде- 
ления вида функции $, то оно дается Монжем в следующем 
разделе, в связи с нахождением ребра возврата. 


[К стр. 412—413] .а интеграл, который мы нашли 
ранее... был лишь частным интегралом этого уравнения. 
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Здесь мы снова имеем дело с нечеткостью общих понятий, 
столь свойственной Монжу. Действительно, блестяще спра- 
вившись с задачей иитегрирования системы диференциаль- 
ных уравнений 


(хах | уау + 2 42) — о ах? + 45? -|- 422), 
ах + У 2=0, 


Монж, одиако, как будто не хочет вицеть, что он имеет 
дело с системой уравнений, и продолжает рассматривать 
первое из них как единствеиное уравнение, определя- 
ющее характеристику «@’ипе шаш@тге аБзгаНе». Но такова 
логика развития! Она сплошь и рядом ие . выдерживает 
критики с точки зрения той логической системы, к которой 
это развитие приводит науку. , 

[К стр. 414.] .. этой поверхностью мы займемся в одном 
из следующих параграфов. Имеется в виду $ ХХУ; 
в.6 ХХГУ рассматривается частный случай, когда разверты- 
вающаяся поверхность является конусом; по отношению 
к последней только что рассмотрениая поверхность в свою 
очередь является частным случаем. Параграфы ХУ и ХХУ 
представляют собой, как и $ ХХШ, дословное воспроизве- 
дение мемуаров, напечатанных в «Журнале Политехнической 
школы» (см. примечание к стр. 397). 

[К стр. 418] -.к подвижной директрисе. В оригинале: 
Отесё1се тобе. Перевод этого абзаца благодаря большому 
скоплению терминов представил большие затруднения. Я пе- 
реводил: р!ап обпёгаеинг — производящая плоскость, оёпб- 
га {се — образующая, @6уеюррёе — эволюта. 

Термин «образующая» означает здесь у Монжа ту ли- 
нию, которая лежит в касательной плоскости конической по- 
верхности и своим движением производит изучаемую 
поверхность. 

Эволютой развертывающейся (в данном случае конической) 
поверхности Монж называет такую развертывающуюся по“ 
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верхность, которая служит огибающей семейства плоскостей, 
проведенных через образующие исходной развертывающейся 
поверхности нормально к этоЙ последней. Как и для случая 
плоских кривых, эволюта находится однозиачно по заданиой 
«эвольвенте». Обратная же залача, о которой Монж говорит 
ниже (<уравнение второй можно было бы получить при 
помощи интегрирования»), имеет бесчисленное множество 
решений, которые зависят от произвольной постоянной. 

В самом деле, пусть, например, коническая поверхность 
задана параметрически уравнениями: 


2=Ф(ах + (9, (1) 
Ф'( ху, (2) 


Тогда эволюта ее представляется параметрическими урав- 
нениями;: 


2-9 (а) х-- $ (@)у, (3) 
О=@)х-- у), 4) 


где функции ф и ф однозначно определяются из условия 
перпендикулярности: 


1+ (2) Фа-- (8) $ (®@ =0 (5) 


н из условия, выражающего, что плоскость (3) проходит че- 
рез прямую (1) — (2), т. е. из условия 


$ (а) —Ф' (4)$ 9 =Ф( —Ф(@)Ф’ (а). (6) 


Если же ставится обратная задача о нахождении эвольвен- 
ты, т. е. об определении функций Ф (а) и Ф (а) по данным 
$ (а) иф (а), то мы можем найти из (5) выражение Ф (2) че- 
рез $ (&) и известные: функции г (<), $ (<) и подставить его 
в (6). Мы получим обыкиовенное диференциальное уравче- 
ние первого порядка с одной неизвестной функцией $. 
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Интегрирование его введег одну произвольную постояниую. 
Уравнение же (5) дает теперь однозначно функцию Ф. 

Нетрудно видеть, что геометрически этому соответствует- 
следующее построение: на касатёльной плоскости к коии- 
ческой поверхности мы берем произвольную прямую, про- 
ходящую через вершину, и затем катим без скольжения ка- 
сательную плоскость по поверхности конуса. Тогда взятая 
прямая опишет эвольвенту. ^ 

[К стр. 419. ... искомая поверхность является резной по- 
верхностью... В оригинале: ]а зи|асе Чопё И зав езё сеЦе 
4?’ипе шоШиге дие!сопдие роиззёе зиг ипе зиЧасе сотаие 
а Базе диесопцие её Фопф [е ргой[ агЫёгаше, таз сопуапь 
_е5 1юцоигз Чапз ип рап полпа! а 1а зи йасе сопаие, её а 
1а шёте 41$апсе ди зопитей, 

Термин «тоивре» имеет по-французски два значения: 
одно (повидимому, первоначальное) — резная работа; другое — 
техническое, для которого в русской литературе употреб- 
ляется заимствованный из немецкого языка (Чезйпз) термин 
«гзымс». Этим термином обозначается в архитектуре про- 
филарованная полоса, служащая для обрамления отдельных 
частей сооружения или для перехода от одной части соору- 
жения к другой (например, плинтус, карниз). У Монжа тер-` 
мин «тошиге» встречается несколько раз на дальнейшем 
протяжении его работы: один раз он уже употреблялся 
в том же смысле, как и здесь (см. стр. 278: сделаем нарез- 
ку, опоясывающую цилиндр параллельно его основанию —оп 
раззе ипе шошиге... 4иЁ сё@спе 1е суйп@ге рага|Щетеги А 
за разе). Из контекста очевидно, что слово «тошише» упо- 
требляется Монжем не как архитектурный термин, а в своем 
общем значении. После Менжа этот термин стал техни- 
ческим в геометрии. Во французской литературе термином 
«зиЦасезх шоиигез» обозначается сейчас тот класс поверх- 
ностей, который изучается в этом ив следующем парагра- 
фе «Приложения анализа к геометрии». В немецкой литера- 
туре термин «зиМасе тоиние» переводится выражением 
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<ОезнизЯасре», т. е. поверхность гзымса. По указаниым 
выше соображелиям я предпочитаю переводить этот термин 
на русский язык более благозвучным и более образным 
выражением «резная поверхность». Этот термин я употреб- 
ляю и в переводе соответствующих мест текста «Приложе- 
ния»; выражение «зи{асе Фипе шощшиге» точнее было бы 
передать: «поверхность нарезки», но тогда, как видно на 
примере даниого случая, трудно было бы сохранить кои 
струкцию соответствующих фраз в целом. Для обозиачения 
резньх поверхностей и в иностранной и в русской литера- 
туре пользуются часто термииом «поверхности Монжа», 
лишенным образности, столь свойственной Монжу. С точки 
же зрения оказания чести великому геометру и подавно 
не имеет смысла отказываться от им же ввеленного термина. 


[К стр. 422.] ... Функция $, являясь произвольной, погло- 
щает количество х?-- уз-| 22. 

В оригинале: ]я юпсНоп $ 4 езё агЬИхайе аЪзогье 1а 
Чате х2-|- у? -|- 22. Точный смысл этого высокохудоже- 
ственного оборота: если $2 (а) есть произвольная функция, 
то $2 (©) —а есть также вполне произвольная функция. 

Самый вывод уравнения поверхности чрезвычайно ориги- 
нален. Может быть, несколько проще было бы исходить сна- 
чала из требования, чтобы для всех точек поверхности рас- 
стояние до оси 

х==2а, у-аа 
было функцией Хх? -|- у? -|- 22. 
Мы получили бы тогда соотношения: 


Х'—2'а, у-=2%, 
(х— аа) а 4 (у реа —#'=0, 
оное -у- 2). 
Исключая х’, у’, 2’, мы придем к уравнению: 


и-У-Е2=И т ее 2) (1) 
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Но этим определится поверхность вращения около постоян- 
ной оси х -- 2а, у==26 (а). Из геомэтрических соображений 
нетрудно видеть, что наша поверхность есть огибающая се- 
мейства поверхностей (1), когда ось движется произвольно, 
т. е. когда при произвольности функции ф количество а под- 
вергается изменению. Таким образом к уравнению (1) нуж- 
но присоединить другое, получающееся его диференцирова- 
нием, что эквивалентно присоединению уравнения 


2 Ни 2е=0. 


Я думаю, что именно этот вывод имеет в виду сам Монх, 
когда говорит о «доказательстве а р!0Й» третьего способа 
образования поверхности (см. стр. 424). 

[К стр. 423.] „.. расстояние же ее от начала не зависит 
от количества а..В оригинале: её Чотё 1а @15апсе & Рон- 
Зе ез{ пабрепдате 4е а диап а. 

Этой очень неясной фразой Монж, вероятно, хочет ска- 
зать, что когда ось поверхности вращения (неизменно со- 
единенная с телом вращения) описывает коническую поверх- 
ность, одна ее точка (совпадающая с вершиной конической 
поверхности) остается иеподвижной в пространстве, т. е, не 
смещается по образующей конуса. 


К стр. 427.] ...одна из них является производной от 
другой. См. примечание к стр. 276. 


[К стр. 450.] Этот результат содержит как частный 
случай интеграл, пополняемый только тремя произ- 
вольными постоянными а, В, 1. 

Этой фразой Монж хочет, повидимому, сказать, что 
система первых двух уравнений, в которой величины 

о #! 
а, = фа и #== \ г - 
(+ ди Теча 
как произвольные постоянные, представляет собой частный 
случай системы, получаемой из первой в предположении, 
что фа есть некоторая (соответственно с значениями а, вт 


рассматриваются 
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выбранная) фуикцчя перемеиной а после подстановки вместо 
а того выражения ее через координаты, которое дается 


третьим уравнением: 
х-- уф = 0. 


Если поиимать термин «частный случай» в прямом его 
смысле, то это утверждение неправильно. Тем не менее око 
справедливо, если его понимать в расширенном смысле. 
Действительио, геометрически оно выражает, что характе- 
ристика является частиым случаем ребра возврата (см. приме- 
чание к стр. 405). Но если рассматривать то конечное урав- 
неиие ребра возврата, которое дает здесь Монж, то характе- 
ристика может быть рассматриваема лишь как предель- 
ный случай ребра возврата. Несомненно, Монж рукого- 
дится геометрическими соображениями, когда 
выставляет отмеченное утверждение. Поэтому он не заме- 
чает, что при данной аналитнческой трактовке оно стано- 
вится неверным. Но можно было бы рассматривать в каче- 
стве независимого перемеиного не а, а вспомогательный 
параметр &, и тогда действительно система уравнений ребра 
возврата в частном случае а (2) == сопзаще, $ (#) ==соп- 
{аще дала бы характеристику. 


[К стр. 452.] ... поверхность не имеет другоге ребра воз- 
врата... Разумеется, в том случае, когда сама плоская линия 
кривизны имеет точку возврата, поверхность будет иметь вто- 
рое ребро. Именно этот случай и имел место для поверх- 
ности, рассмотренной в предыдущем параграфе. 


[К стр. 452.] .. характеристика будет выражена в обык- 
новенных диференциалах двумя различными уравнения- 
ми. В оригинале: 1а сагасвизНаие зега ехртбе аих @6- 
гепсез ог@та!ез раг 4еих 6диаНопз @154164ез. 

Монж хочет сказать, что в данном случае мы можем по- 
лучить два обыкновенных дифоренциальных уравнения ха- 
рактеристики, не содержащие величин р, 9 и их диферен- 
циалов. Говоря далее, что это заключение «вытекадо бы из 
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того, что частные диференциалы входят лииейно в исходное 
уравнение», Монж имеет в виду рассмотрение уравнений ха- 
рактеристики в общем виде. Опираясь на предыдущие пара- 
графы, он мог легко получить этот вывод, но, как было ска- 
зано, настоящий Параграф текстуально воспроизводит мемуар, 
напечатанный в «Журнале Политехиической школы». Поэтому 
Монж избегает «рассмотрения слишком общих вопросов». 

Что касается линейности исходного уравнеиия, то пра- 
вильнее было бы сказать, что оно распадается на произве- 
дение линейных сомножителей. Вообще же нужно удивлять- 
ся блестящему приему, с помощью которого Монж устана- 
вливает линейвость уравнения, содержащего произвольную 
функцию и на первый взгляд совершенно не произволящего 
впечатления линейного. Замечательно изящен такж: и прием 
получения второго диференциального уравиения характери- 
стики (см. ниже, стр. 453). 


[К стр. 4531 ... второе уравнение попрежнему будет при- 
надлежать всей поверхности в целом. В оригинале: 1а 
зесопае [6диаНоп]... аррагНепё епсоге а {а зи{асе епйёге. 

Подобные выражения часто встречаются в работах 
Монжа. Мы бы сказали В этом случае, что второе уравнеиие 
имеет место для всякой линии, проведенной на поверхности. 

[К стр. 454.] ... сферической характеристаке, рассматри- 
ваемой отвлеченно... См. первое примечание к стр. 401. 

[К стр. 455.] ..в предположении, что в нем меняется 
только в. 

Весь абзац звучит непривычно для нашего уха, но ве- 
трудно пересказать ход мыслей Монжа на современном ма- 
тематическом языке. 

Монж дает здесь чрезвычайно остроумный способ реше- 
ния трудной задачи-— довести до конца интегрирование ди- 
ференциального уравнения: 

ЧР 
хах - уау 


ХУ фу. 


5% хах ф уау (и 
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Это уравнение равносильно системе. 


®4у — Ф( о) ах ==0, (2) 
ох УФ (и) = И, (3) 


и мы можем прставить нашу задачу как задачу определе- 
ния Уих в функции ® так, чтобы уцовлетворялись урав- 
нения (2) и (3). 

Если х и у будут функциями ®, то выражение 


Фу—Ф (о) х 


также будет функцией ®, которую мы обозначим через 
Г(®); если бы ее выражение через ® было известно, то, при- 
соединяя еще уравнение (3), мы нашли бы х (о), у (о). 

С введением новой неизвестной функции наша система (2)— 
(3) заменяется системой: 


`чу—Ф (в) х=До), (а) 
У — Ф' (о) х=} (5), (Ъ) 
ох -Е Ф (0)у—= ИРУ. (©) 


Исключая из этой системы х, у, мы получаем для определе- 
ния / (о) диференциальное уравнение, для интегрирования 
которого Монж делает удачную замену переменной 


——/® 
ИУ ®- (о? 


В результате получается 


==. (4) 


ыы № (0) оф 
Ло) =1 ИЕ $ &Узш [++ ( РЕ — =. > |, (5) 


где $ — произвольное постоянное, 
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Теперь вид функции УХ (®) известен, и, как мы указывали, 
система (а), (с) дает решение задачи. Но она равносильна 
системе (а), (5), когорая, следовательно, и дает теперь общее 
решение уравнения (1). 

Если же мы хотим иметь общее решение исходного урав- 
нения в частных производных, то мы должны связать про- 
извольной функциональной зависимостью постоянную 8 
с постоянной 2 первого уравнения характеристикн: 


э-ну-- 2—1, (6) 
$—$(12). 


Так как второе уравнение характеристики представляется 
как результат исключения ® из уравнений (а), (Ъ) [в кото- 
рых нужно вместо }(®) и ]’ (®) ввести выражения, даваемые 
формулой (5)], то общее уравнение интегральной поверх- 
ности представится теми же двумя уравнениями (а), (Ъ), 


т. е. ПОЛОЖИТЬ 


если в них заменить 7 выражением У 2 -|- у? -Р =2 и, следо- 
вательно, $ заменить выражением ф (х2 -|- у? -|- 22). Итак, ко- 
личество, которое Монж обозначает через М, следует пред- 
ставить в виде: 


Фу— Ф(о)х — 


— Иру У Фо -5 Б-р 2) + 
[Ф (%) —оФ' (о) 45 } 
Го? -|- Ф (%)?И1 -|- «2 -- Ф (8 [ 
и общий интеграл (по терминологии Монжа ицертае сотр- 
16е — полный интеграл) исходного уравнения в частных 


производных будет действнтельно результатом исключения 
® из уравнений: 


М = 0, 


(а) 0 
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[К стр. 457.] ... бесконечно узкой веретенообразной по- 
лоской. См. прямечание к стр. 869. 


[К стр. 458] ..оны выражаются одним и тгм же урав- 
нением четной степени... 

Уравнение, представляющее пару полостей поверхности 
центров кривизны, если даже оно алгебраическое (что всегда 
будет иметь место, если исходная поверхность — алгебраи- 
ческая), отнюдь не обязательно имеет четную степень. В этом 
отношении Монж совершает ошибку. Но она в данном слу- 
чае несущественна, так как его основная мысль, выражен- 
ная, правла, не вполне ясно, состоит в том, что алгебраи- 
ческое уравнение, представляющее поверхность центров 
кривизны, вообще говоря, относится к обеим ее полостям, 
и лишь в исключительных случаях существуют два алге- 
браические уравнения Ри (х, у, 2)=0, Во (х, у, г) ==0, (Ри Р— 
рациональные функции х, у, 2), одно из которых предста- 
вляет первую, а другое — вторую полость. Эти исключи- 
тельные случаи наступают тогда, когда левая часть уравне- 
ния (0) стр. 222 распадается на два рациональных ‚множи- 
теля, т. е. когда выражение 


К - 9) "— 294$ - 1-29 —4(71- 52) (1+ 22-4?) (1) 


после подстаиовки в него выражений р, 4, г, $, Ё в функ- 
ции двух независнмых перемевных становится полным 
квадратом. 

Фраза, следующая за только что комментированной, так- 
же нуждается в разъяснении. В оригинале она звучнт так; 
серепфап!, роиг се! {а11$ саз рагЫсиНег$ Чоп 1е пошмЬхге езЁ 
епсоге тИлитеп сгап@, 1е5 ёдиаНопз 4ез Чеих паррез @е 1а 
зи асе Чез сепёгез Че соигБиге зопё серагвез; еШез пе зопё 
раз де пабше а э’6спапоег Гипе еп Рацие Чап$ ацсипе Ву- 
ро#ёзе её Гипе 4е сез зиасез реш те епиёгетени соп- 
зеийе зап ди’оп ай @афепише ил зеШ рошё Фаине. 
Монж хочет сказать, что одно из уравиеиий не может 
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быть формально получено из другого переменой знака 
перед радикалом, и это, повидимому, единственное поло- 
жение, которое утверждается во всей длннной и неясной 
фразе. С нашей точки зрення и это положение бессодер- 
жательно, так как всегда можно сохранить под знаком ра- 
дикала полный квадрат и «перейти» таким образом от 
одного уравнения к другому, но в произведениях эпохи 
Монжа с такими выражениями мы встречаемся часто. 


[К стр. 462.] ..три вышеуказанные уравнения... све- 
дутся к двум следующим. Формально переход от урав- 
нений 


ай р’ ("9 (фу, (1) 
рр" + 9'4" + 1=0 (2) 
к уравнениям 
вх" фу" 0, @ 
рр" - 94" =0 (4) 


Монж должен был совершить так: полагая, что величавы р" 
и 4' бесконечно велики, но имеют конечное отношение, мы 
‘можем отбросить в уравнении (1) член 2”— 2’, а так 
как х’—=0и у’ —=0, то мы получаем уракнение (3). Точно 
так же в уравнении (2) благодаря наличию бесконечно боль- 
ших слагаемых отбрасывается слагаемое 1. 

По существу уравнения (3) и (4) выражают, что каса- 
тельная плоскость в точке х”, у" перпендикулярна к плос- 
кости, проходящей через точку л", у’ и ось 2. Нетрудно 
видеть, что это требование тождественно в данном вырож- 
денном случае с требованием, чтобы касательные плоскости 
первой поверхности центров были нормальны к касательным 
плоскостям второй позерхности и пересекались с ними 
соответственно по прямым, проходящим через точку касания 


[К стр. 465.] ... веретенообразной полоской. См. приме 
чание к стр. 369. 
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[К стр. 465.] ... мгновенным вращением. В оригинале: 
раг 1е соттепсетеле 4е тофаНоп. 


[К стр. 468.] ..не существует другой поверхности, 
обладающей тем же свойством. Из предыдущего не явно, 
о каком свойстве идет речь. Следующая же фраза дает 
явно недостаточиое определение, так как не указывается 
ни то, что кривая сохраняет свою форму, ни то, что кривая 
остается неподвижной в своей плоскости при качении 
последней по развертывающейся поверхности. Вообще весь 
этот раздел напнсан нечетко. 


[К стр. 469.] -.ее постоянная эволюта производит 
поверхность центров второй кривизны. В оригинале: 
за Ч6уеюррёе сопфапе епрепаге 1а зиасе Чез сепйгез Че 
1а зесопде соитбите. Здесь снова сказаво слишком мало; 
следовало бы добавить, что эта поверхность центров второй 
кривизны произведеиа эволютой по тому же закону, по 
которому исходная поверхность произведена образующей. 
Из последующей фразы ясно, что именно это Монж и имел 
в виду сказать своей вебрежно сформулированной фразой. 


[К стр. 471.] ...это будет линия ее сферических кривизн. 
Во всех изданиях стоит: се зега сейе 4е зез соитез зрЫё- 
11465. Повидимому, это опечатка, и нужио читать не «соиг- 
Без», а «сошфигез». Этим чтением я и руководился при 
переводе. 


[К стр. 472.] .. непрерывной или прерывной, но замкну- 
той. В оригинале: $ Роп сисоп$сиф зиг Е рап ебпётайеиг 
ипе е5расе раг ипе соигЬе дпесопаие сопйпие оц 45 сопйине, 
1215 гегёгапё еп еМе-шёште. 


[К стр. 472.] ... первая поверхность есть зволюта второй. 
См. примечание к стр. 418. 


{К стр. 474.] „.. поверхносиш находятся на одном и том 
же расстоянии от точки встречи двух осей, См. приме- 
чанне к стр. 4283. 
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[К стр. 474] ..являющейся эволютой развертываю- 
щейся поверхности. См. примечанне к стр. 418. 

[К стр. 475.] ... общая резная поверхность. В оригинале: 
Па зи {асе] Че 1а тоивте оёпеёгайе роиззёе зиг ипе Чёуеюр- 
рае диесопаие. См. примечание к стр. 419. 


[К стр. 476.] ... общая или двойная огибающая которой 
будет рассматриваемой нами поверхностью. В ориги- 
нале: Чоп Репуеюрре сёпёга!е оц 1а ЧопЫе епуеЮрре зега 
1а зиЧасе дие поицз сопз1Чегопз. 


(К стр. 481.] ..на пересечении которых точка должна 
находиться. Здесь и ниже мы имеем явно выраженную 
идею введения криволинейных координат и координатных 
линий. Я уже говорил (см.` введение), что уже у Эйлера 
мы встречаемся с этой идеей. Но у Монжа, как мы увидим 
ниже, она применяется более систематически, и Гауссу 
оставалось сделать лишь обобщающие выводы, прямо на: 
прашивающиеся из этого и аналогичных других мест Монжа, 

[К стр. 482.] ...амплитуда этой дуги. Я перевожу бу- 
квально. В оригинале: Гашр№ иде @е се агс. Смысл термина 
ясен из контекста. 


[К стр. 483.] ...своим пересечением эти линии опреде- 
ляют точку на поверхности. См. примечание к стр. 481. 


[К стр. 494.]... и развертывающаяся поверхность всегда 
одна и та же. Все это предложение построено небрежно 
в стилистическом отношении, однако, я ие счел возможным 
вносить редакционные изменения, чтобы не давать произ- 
вольного толкования фразе Монжа, Последняя в оригинале 
звучит так: ог, РёдиаНоп @и рап Чапоеп а ипе зиггасе 
Ч6уеюрра Ме диесопаие е5 


2=' Фа’ РуФо’ ра 


Чапз 1адиеце а ужеш де а беетише 1е рп фапреи 
шалаце], её Фапз 1адиеЦе 1е5 Юпиез 4е Ченх ЮпсНопз 
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Ф е Ф зо шуаЧаез её Па зипасе ЧеуеюрраБе езе 
©щоиг$ 1а шёте. 


к стр. 494.] ..для всех точек поверхности... Эта фраз; 
также переведена буквально; очевидно, что и она сформу- 
лирована небрежно и даже ошибочио. Точный ее смысл, 
впрочем, нетрудно восстановить из контекста. 

Ж стр. 497.] „.это мы уже нашли из гтометрических 


соображений. Сы: стр. 469. 


[К стр. 499.] ..м мы нашли бы... 

`Злесь Монж считает известным метод получения дифе- 
ренциальных уравнений характеристики (см. примечание 
к стр. 136). Идущее вслед за тем преобразование уравнений. 
характеристики, освобождающее их от вспомогательного 
кесличества о’, У Монжа изложено очень туманно. В тексте 
я даю буквальный перевод; для доказательства же правиль-- 
ности результата Монжа достаточно принять во вниманне, 
что в уравнениях характерйстики 


Ах Ри 
2 +Ф(а) =0, 6) 
+4) =0 (2) 


количество а’ должно быть определено из уравнения‘ 


хФ (9) Ну (а) +“ —2=0. (3) 


Таким образом уравнения характеристики являются резуль- 
татом двукратного исключения & из системы трех уравне- 
ний (1), (2), (3), что равносильио исключению а’ из системы 
трех уравиевий (1), 62) и 


у аа 0. ь 
у аа (4) 


Определяя из последнего уравнения а’ и подставляя в . 
(1) и (2), мы получаем результат Монжа (см. стр. - 500), 


44 Г. Монж 
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[К стр. 50] „причем последние будут иметь первый 
порядок. В оригинале: сез Чеих едиаНопз зопё 4е 1а паште 
Че се!ез а!’оп а сощите. 4е тераг4ег сошше имеёргаез 
пибгтеЧанез д п’емзепЁ раз; еПез ехзфеп пванто!в; 
11а5 оп пе рецё 1ез оеши дие 501$ 1а фогте @’вацаНопз 
аих 41 тепсе пез, ог@шташез её рагНеПез-сеНез ср ап 
и ргепйег ог4те. См. примечание к стр. 121. В 

[К стр. 503.] ...делаоя ату подстановку, найдем... Оче- 
видно, что уравнение 


[3 (9) — 1 ГФ (я + 5 (<) = Ф (а) — рИ5Ф (в) + Е («] (1) 
не получается нз уравнения 


(@х- р 42) 44 = (4у-+ 942) ар, (2) 
где ь 


@=рах | аа4у, ар=гах-+54у, а4=—зах -- #4, 


иепосредственно после подстановки вместо Чу: ах значения 
этого отношения, определяемого из уравнения: 


2=Ф(ах ЕЗ (у -Ра. (3) 
Очевидно, Монж использует сверх того соотношение 
РФ (®) + 94 (а) + 1==0. @) 


‚Каким вычислнтельным приемом он пользуется, чтобы 
получить уравнение (1) более или меиее коротким пу- 
тем, — этого я не берусь сказать. Во всяком случае урав- 
нение (1) можно получить очень просто, идя несколько 
иным путем. | 

Прежде чем дать вывод этого уравнения, замечу, что 
уравнение (2) является, как иетрудно видеть, следствием 
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соотношений (3) и {4}1. Геометрически это вытекает из 
того, что уравнение (3) выражает, что наша кривая лежит 
в одной плоскости, а уравнение (4) — что в этой же пло- 
скости лежат нормали к поверхности, взятые вдоль линии (3}- 
Таким образом линия (3) есть линия кривизны, что‘и вы- 
ражает уравнение (2). Итак, уравнение (2)- по существу 
излишне, а рой же выражаемое им свойство, которого 
Монж требует, переопределяет задачу. 

Если же исходить из уравнений (3) и (4), то уравнение (1) 


получается простым исключением отношения Е из двух 


ураглений, получаемых диференцированием уравнений (3) 
и (4) и подстановкой 


42-=рах + аау, ар=гах + з4у, аа=хах + ау. 


[К стр. 508.] ... из двух различных для первой и второй 
функции количеств. Смысл этой фразы такой: общий инте-' 
грал уравнения. с частными производными второго порядка 
и его промежуточные («первые») интегралы зависят ет 
двух произвольных функций; аргументы этих функций раз- 
личны, так как две характеристики не сливаются в одну. 
‚На каких предпосылках покоится справедливость этого 
утверждения, было указано в примечании к стр. 177. * 


{К стр. 511-] ..так и при подьеме от последнего к ко- 
нечному интегралу. В оригинале: ...РедиаНоп ди’еЙе ре 


'‘1 Действительно, уравнение (3) дает: 


42 =Фах-- Фау, (5) 
уравнение же 
. РФ -- а 1=0 
дает: 
Фар 9 44 =0. (6) 


Исключая из уравнений (5), 4), (6) величины Фи 9, по- 
лучим уравненне- (2). . 


4 
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зирр!6ег $0й роцг Чезсепаге 4е РиЧёотае Не а ГёдиаНоп 
аих @#Н6генсез рагНеШез Чи Ноёте ог@ге, зо рот те- 
тощег Че сеШе 1 а Рицё9тае Вще. 

‚ Этот и следующий раздел прииадлежат к числу наиболее 
темных мест «АррИсаНоп». Что касается математического 
смысла той конкретной операции, о которой Монж .здесь 
говорит, то он довольно прост. Если уравнение 


Ф (@)4у—Ф(4х=0 


должно иметь место одновременно с уравнением 
аю дю 
аЮ == —- 4 
5х ду ©, 
то должно нметь место соотношенне: 


Ф () 4у— (4 ах=аЮ 


при независимости переменных х, у. ‘ 
; Однако величина Х отнюдь не обязательно должна быть 
функиней одного ®, как это заранее требует Монж. Это 
соотношение ои называет урявиением в обыкновенных ди- 
ференциалах, тогда как на деле мы имеем, приравиивая 
нулю коэфициевты при ‘4х, 4у и производя исключение \, 
уравиение в частных производных третьего порядка (ибо А 
зависит от частных пронзводных второго порядка). Эго — то 

‚ самое уравнение, которое ниже (стр. 513} получено у Моижа 


[К стр. 511] `.. смесь диференциалов обыкновенных и 
частных. В оригинале: е папре дез @6тгепсез ога]гез 
её рагНЧеНез. Повидимому, под «дифереицированнем в обыкно- 
венных диференциалах» и здесь нужно иметь в виду по 
существу частиое диференцирование по х и по у спо- 
следующим исключением одной произвольной функции из 
двух получеиных уравнений (см. предыдущее примечание). 

-В таком случае под «уравнением в смешанных диферен- 
циалах» (6диаНоп аих ЧШегепсез 116е3) следует понимать 
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систему` (двух) уравнений в частных производных, содер- 
жащих в данном случае произвольную величину, подлежа- 
щую исключению. Прежде же (см. примечание к стр. 121) 
этот термин употреблялся в ином смысле. Я склонен ду- 
мать, что в мемуаре, о котором Монж неоднократно упо- 
минаег и который им, повидимому, не был опубликоваи, 
он рассматривал уравнения того типа, © которых идет речь 
в этом разделе. 


[К стр. 516.] Как и предыдущие три, этот параграф пред: 


ставлает буквальное воспроизведение одного из мемуаров 


Монжа. Этот мемуар (зесоп@е тёмойе зиг 1а-ви{асе соиге’ 


911 епуеюрре Резрасе рагсоога раг ипе зрЫ@е узНаШе 4е 
гауоп её Чоп № сепые рагсошгё ипе соиБе & аоцШе соиг- 
Ъите) напечатан в той же ХШ тетради «]оигпа! ае РЕсое 
рошеспидие», что и предыдущий. 


[К стр. 517... рассматриваемой в качестве огибаемой. 


В оригинале во всех изданиях: сопЧегбе соште епуеюрре, 


т. е. «рассматриваемой в качестве огибающей». Я нсправляю 
эту опечатку. 

[К стр. 520.] „.она будет линией сжатия. В оригинале: 
ее езЁ ипе Ирпе Че эы1сНоп. В современной литературе 
термин «Непе де з@1сНоп» употребляется в ином смысле; 
у Монжа он так же, как и термин «точка сжатия» (рой 
Че з61сНоп) применяется для обозначения перехода одной 
полости в другую (ср. стр. 873). В данном случае мы имеем 
дело е линией, служащей общим «ребром возврата» для 
двух полостей, смыкающихся на етой линии, Таким образом 
в этом особом случае на плоскости, пересекающей «ребро 
возврата», мы получаем в сечении кривую, обе ветви которой 
лежат по обе стороны от точки пересечения ребра с пло- 
скостью (тогда как в общем случае секущая кривая обра- 
зует в атой точке острие). 

[К стр. 529.] „..еели положить для краткости... Вво- 
димые здесь величины 4, В не совиадают с величинами А 


694: КОММЕНТАРИЙ [к СТР. 529-533] 


и В прелыдущего раздела; в дальнейшем (стр. 531 — 532) 
Монж взодит в вычисление эти последние, нс различая их 
эт первых и отождествляя их. друг с другом. Резулетат. 
однако, получается правульчым, так как выражечия, кото- 
рыми оперирует Монж, однородны как отяосительно старых 
количеств А, В, так и относительно новых, а новые. А, В 
отлинаются от старых постоянным множителем. 

В самом деле, из хода рассужцения настоящего раздела, 
непосредственно следует, что урзвяение А а4х-{- В 4у==0, 
после того как входящая в коэфициенты А, В величина Ю 
будет заменена ее выражением, полученным из уравнения 


АС— В: =0, 


будет уравиением‘лииии кривизны; но и величины Аир пре- 
дыдущего параграфа были определены так, что уравне- 
ние Адх-- В4у—0 было уравнением линии кривизны, 
Значит, старые и новые величины А, В (после подстановки 
в последние вместо Ю вышеуказанного его выражения, 
должны быть пропорциональны. 


К стр. 533.] „.количество Ю постоянно, Нет никакого 
сомиения в том, что, интегрируя уравнение характеристик. 
(вернее, систему уравиений, из которых одно только Монж 
использует яяно, а другими пользуется неявно), Монж лости- 
гает целй лишь потому, что он заранее знает результат. В дан- 
ном же месте автор, может быть, незаметно для ‘себя, опи- 
рается на утверждение (о ‘постоянстве Ю), справедливость 
которого вовсе не вытекает из предыдущего рассуждения. 
Чтобы доказать это утверждение, нужно было бы показать, 
что для характеристики действительно имеет место уравне- 
ние 4® -=0. Это можно сделать в том случае, если привлечь 
второе иетривиальное уравнение характериствки, которым 
Моиж вовсе не пользуется в этом параграфе. Вместо вто- 
рого уравнения характеристики можно также использовать 
исходнее уравнение с частнымн производными (так как оно 
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является следствием двух негривиальных уравиений` харак. 
теристики). Именно можно было бы а что исходное 


уравнение приводится к виду (7х в -(, А —= 0, где че- 


рез Ю обозначено ` выражение, дающее радиус кривизны 


дю 
через первые и вторые производные, а символами (55) 


0 
"(55 обовначены полные частные производные. Тогда первое 


уравнение характеристики. 
Аах-- Вду=0 


можно преобразовать к виду: 
(113 ок` у 
(рак (в 


интегрируя, получим; 
== сопзапе. 


Сказанное выше о ходе рассуждения Монжа. относится и 
к концу настоящего параграфа, заключительный вывод ко- 
торого совершенно не вытекает из предпосылок. 


[К стр 535.] третьего порядка. В оригивале: Чи $е- 
сопа огге, т. е. «второго порядка». Эта опечатка фигури- 
рует и в 4-м и 5-м (лиувиллевском) издании. 


[К стр. 536.] ... так что оба количества 4х и ау ‘можно 
считать постоянными, Мы бы сказали; х и у можио счи- 
тать независимыми переменными, так что а2х == 42у == 0. 
Что касается общего хода рассуждения в этом разделе, то 
здесь мы снова встречаемся с ие раз отмечавшейся мной 
иеясностью в изложении, делающей чрезвычайно затрудни- 
тельным адекватиое понимание текста. Что имеет в виду 
Монж, когда говорит: «Если мы будем считать, что вто 
уравнение принадлежит поверхности, а следовательно, 
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и огибаемой» (31 Роп соп$1Аёге себе ваиаНоп сошше аррайе- 
пап 4 1а зи {асе её раг сопзёдиепй а3$1 & Репуеюррёе]? Я за- 
трулняюсь сказать это. Во всяком случае, понимаемое бук- 
вально, это утверждение ошибочно. Уравнение, о котором 
говорит Монж, заведомо нз удовлетворяется для интеграль- 
ной поверхности при произвольном смещении по последней 
Оно удовлетворяется только для смещения по характери- 
стике. Поэтому нельзя положить @х-=0 и Фу == 0 одно- 
временно, если только проекция характеристики на пло- 
скость х, у не есть прямая линия. В данном случае этого, 
вообще говоря, нет. Поэтому вывод Монжа неверен. Но 
результат (стр. 537), если его ` соответствующим образом 
формулировать, правилен: все характеристики лежат на 
сферах } 


бое = 9. 


Послецний абзац втого параграфа также совершенно неубе- 
дителен. Вообще во всем этом параграфе еще в большей 
степени, чем в предыдущем, Монж, безусловно, «подго- 
няет> свои рассуждения с целью получить заранее извест- 
ный результат. 

[К стр. 563.] ..из первой задачи. Зцесь Монж ссылается 
на «Приложение алгебры к геометрии», предаосланное 
8-му изданию этой книги и составленное совместио им 
и Ашеттом. 

[К стр. 577.] „.. первая часть. См. предыдущее примечание 
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Стр, 


геометрии „телесные + «5-70 


ГАСПАР МОНЖ 


ПРИЛОЖЕНИЕ АНАЛИЗА К ГЕОМЕТРИИ 


$ 1.О касательных плоскостях и нормалях к кривым 

поверхностям „еее еее ни 

$ П. О цилиндрических ` поверхностях .......- 

$ Ш. О конических поверхностях +... -.- 
& [У. О поверхностях вращения ...-......- 

$. У. О поверхностях, образованных движением прямой, 

\ которая всегда горизонтальна и постоянно прохо- 

дит через одну и ту же вертикаль. ..-.... 

$ У1. О поверхностях, огибающих бесконечное число 

других поверхвостей; о характеристиках и ребрах 

возврата .-. еее еее не 

$ УП. О поверхностях каналов, ось которых есть неко- 

торая плоская и горизонтальная, кривая, а сечения, 

перпендикулярные оси, суть круги постоянного 

радиуса „еее ен 

$ УШ. О поверхностях, линия наибольшего спуска ко- 

торых есть прямая постоянного наклона... .. 
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115 
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$ [Х. О кривой поверхности, которая огибает про- 
странство, пробегаемое некоторой кривой поверх- 
ностью постоянной формы, которая без вращения 
движется вдоль некоторой кривой двоякой кривизны . 
$ Х. О поверхности, произведенной движением пря- 
мой, которая остается параллельной некотор2й по- 
стоянной по положению плоскостн. ...-... 
$ Х!. О поверхности, образованной движением прямой, 
которая всегда проходит через ось 2....... 
$ ХИ. О развертызающихся поверхностях. ..... 
$ ХШ. О кривой поверхности, которая огибаег про- 
странство, пробегаемое другой данной поверхно- 
стью постоянной формы, которая без вращения 
движется вдоль совершенно произвольной кривой 
Двоякой Кривизчы. „еее 
$ ХУ. О поверхности, произведенной движением дан- 
ной Еривой двоякой кривизны постоянной формы, 


которая без вращения движется вдоль некоторой . 


другой, совершенно проазвольной кривой. .... 
$ ХУ. О двух кравизнах кривой поверхности. .... 
$ ХУ. О линиях кривизны поверхности эллипсоида. . 
$ ХУП. Об образовании кривой поверхности, у которой 
все линии‘одной из кривизн расположены в плос- 
костях, параллельных некоторой данной плоскости. 
$ ХУШ. О поверхности, один из радиусов кривизны 
которой постоянен „еее. 
$ Х1Х. О поверхности, оба радиуса кривизны которой 
в каждой точке равны между собой и направлены 
в одну сторону .. еее 
$ ХХ. О кривой поверхности, оба радиуса кривизны 
которой всегда равны между собой и имеют про- 
тивоположные знаки . „еее инь че 
$ ХХ!. О кривой поверхности, образованной любым 
движением некоторой прямой „еее... 
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197 


324 


338 


ОГЛАВЛЕНИЕ 


$ ХХИ. О кривой поверхности, огибающей последова- 
тельность сфэр переменного радиуса, центры ко- 
торых расположены на некоторой кривой. .... 
$ ХХШ. О кривой поверхности, все нормали которой 
являются касательными к поверхности сферы. . 
5 ХХГУ. О кривой поверхности, все нормали которой 
являются касательными к конической поверхности 
произвольного основания ... - (--е-- 
$ ХХУ. О кривой поверхности, все нормали которой 
являются касательными к некоторой развертываю- 
щейся поверхности. „еее 
$ ХХУТ. О кривой поверхности, огибающей простран- 
ство, пробегаемое сферой переменного радиуса, 
центр которой пробегает любую кривую двоякой 
кривизны . еее еее 
$ ХХУП. Об эволютах, раднусах кривизны и различ- 
ного рода перегибах кривых двоякой кривизны . . 
Таблица 1. Проекция линий кривизны поверхности 
эллипсоида на плоскость большой и средней осей . 
Таблица П. Проекция линий кривизны эллипсоида на 
плоскость болыной и малой осей ........ 
Таблица Ш. Кривые двоякой кривизны ....-... 
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